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1  Einleitung 


1  Einleitung 

Im  Jahr  1905  hat  Rogowski  in  [1]  eine  Methode  zur  Bestimmung  der  Streuinduktivitaten 
von  Transformatoren  beschrieben.  Allerdings  beruht  sein  Modellansatz  auf  der  Annahme 
von  Gleichstromfeldern.  Daruber  hinaus  sind  fur  die  Wicklungsgestaitung  geometrische 
Voraussetzungen  getroffen  worden,  die  nur  eingeschrankt  auf  moderne  Leistungstransfor- 
matoren  iibertragen  werden  konnen.  Man  kann  sich  in  der  Praxis  dadurch  behelfen,  dass 
man  Erfahrungsfaktoren  einfuhrt,  die  eine  Kompensation  der  systematischen  Fehler  in  der 
Formel  von  Rogowski  bewirken.  Jedoch  bei  Sonderkonstruktionen  wie  z.B.  Doppelstock- 
Transformatoren  ist  die  Rogowski-Methode  praktisch  nicht  mehr  aussagefahig. 

Neben  diesen  einfachen  analytischen  Formeln  bietet  heute  die  fortgeschrittene  Rechner- 
technik  die  Moglichkeit,  nummerische  Verfahren  zur  Streuinduktivitatsbestimmung  mittels 
einer  Feldberechnung  einzusetzen.  Am  Gebrauchlichsten  sind  dabei  die  Methode  der  finiten 
Elemente  und  die  Methode  der  finiten  Differenzen.  Wahrend  sich  bei  diesen  beiden  Ver¬ 
fahren  alle  Windungen  eines  Transformators  auch  heute  nicht  annahemd  erfassen  lassen, 
ist  dieses  Ziel  mit  der  in  dieser  Arbeit  vorgestellten  Randelementmethode  selbst  bei  grofien 
Leistungstransformatoren  durchaus  realistisch.  In  diesem  Zusammenhang  wird  untersucht, 
wie  detailliert  eine  Modellierung  sein  muss,  urn  hinreichend  genaue  Ergebnisse  zu  liefern. 
Als  Grundlage  fur  die  Berechnungen  mit  der  Randelementmethode  verwendet  man  wie  bei 
Rogowski  ein  zweidimensionales  Transformatorenmodeil,  in  dem  die  TYansformatorwindun- 
gen  abgewickelt  werden.  Sogar  dieses  relativ  einfache  zweidimensionale  Modell  eignet  sich 
bereits  zur  Berechnung  der  magnetischen  Felder  und  liefert  wertvolle  Aussagen.  Mathema- 
tisch  wird  das  Feldproblem  durch  eine  Randwertaufgabe  beschrieben,  die  mit  der  Randele¬ 
mentmethode  gelost  wird.  Dabei  wird  das  Vektorpotential  auf  den.Randern  diskretisiert. 
Bei  realen  Nachbildungen  ergeben  sich  grofie  lineare  Gleichungssysteme,  die  zu  mehr  als  der 
Halfte  besetzt  sind.  Gerade  fur  diese  Aufgabe  ist  der  kontinuierliche  Zuwachs  an  Rechenlei- 
stung  in  der  Vergangenheit  von  besonderer  Bedeutung. 

Aus  der  Losung  solcher  groflen  Gleichungssysteme  ergeben  sich  in  einfacher  Weise  die  in- 
duktiven  Kopplungen  der  Transformatorwindungen.  Diese  wiederum  ermoglichen  es,  die 
Streuinduktivitaten  ohne  Erfahrungsfaktoren  allein  aus  den  Entwurfsparametern  zu  bestim- 
men.  In  ahnlicher  Weise  sind  auch  Nullinduktivitaten  und  Kurzschlussverluste,  jedoch  nicht 
die  Eisenverluste,  berechenbar.  Neben  zwei  Transformatoren  herkommlicher  Bauart  werden 
auch  ein  Doppelstock-Transformator  sowie  zwei  Folientransformatoren  untersucht.  Dabei 
reicht  der  Leistungsbereich  vom  50-kVA-Transformator  im  Praktikumsbetrieb  bis  zum  63- 
MVA-Leistungstransformator. 

Als  Erweiterung  der  Streuinduktivitatsberechnung  wird  eine  Kraftberechnung  fur  belie bige 
Wicklungsgeometrien  diskutiert,  die  ohne  eine  nummerische  Integration  fiber  die  Leiter- 
querschnitte  auskommt.  Auch  hier  werden  mit  der  Randelementmethode  Konstruktionen 
untersucht,  bei  denen  auf  Rogowski  basierende  Rechnungen  ohne  Erfahrungswerte  nicht 
mehr  angewendet  werden  konnen. 

Durch  die  Verallgemeinerung  des  Feldproblems  zu  einem  Netzproblem  unter  Hinzunahme 
von  kapazitiven  Kopplungen  zwischen  den  Leitern  konnen  Frequenzgange  von  TYansforma- 
torenmodellen  mit  realistischen  Induktivitaten  und  Kapazitaten  bei  realitatsnahen  Win- 
dungszahlen  ermittelt  werden.  Diese  Frequenzgange  gestatten  es,  die  Eigenfrequenzen  der 
Modelle  zu  bestimmen.  Weiterhin  sind  Einblicke  in  Vorgange  innerhalb  der  Wicklungen  bei 
den  Eigenfrequenzen  moglich.  Eine  Analyse  der  Stromverteilungen  in  den  Windungen  soil 
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die  vom  magnetischen  Feldbild  her  bekannten  Eigenformen  auch  in  der  Stromverteilung  auf- 
zeigen.  Dabei  konnen  diese  Eigenformen  bis  in  den  Frequenzbereich  untersucht  werden,  in 
dem  einzelne  Windungen  gegeneinander  schwingen. 

In  der  vorliegenden  Arbeit  werden  die  heute  verfiigbaren  Rechner  eingesetzt,  urn  die  in  [2]  be- 
schriebene  Randelementmethode  praxisnah  anzuwenden.  Dabei  werden  die  in  [3]  dargestell- 
ten  theoretischen  Grundlagen  zur  Berechnung  von  Streuinduktivitaten  und  Frequenzgangen 
angewendet.  Wahrend  in  [3]  die  Rechnungen  noch  auf  kleine  Modelle  beschrankt  bleiben, 
konnen  nun  fast  vollstandige  Transformatorenmodelle  untersucht  werden,  um  die  Moglich' 
keiten  und  Grenzen  des  zweidimensionalen  Modells  herauszuarbeiten.  Dariiberhinaus  kom- 
men  erweiterte  Berechnungsmoglichkeiten  wie  die  Berechnung  der  Kurzschlussverluste,  der 
Nullinduktivitaten  oder  der  Wicklungskrafte  hinzu.  Zunachst  wird  jedoch  auf  die  Feldbe- 
rechnung  eingegangen. 
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2  Losung  ernes  Randwertproblems  mit  der  Randelementmethode 


2  Losung  eines  Randwertproblems  mit  der  Randele¬ 
mentmethode 

In  dieser  Arbeit  werden  die  erforderlichen  Feldberechnungen  mit  der  Randelementmethode 
(englisch  boundary  element  method )  -  wie  in  [2]  beschrieben  -  durchgefuhrt.  Diesem  Verfah- 
ren  liegt  ein  Randwertproblem  zu  Grunde,  welches  zunachst  erlautert  wird.  Anschliefiend 
wird  die  Losung  des  Randwertproblems  durch  Diskretisierung  der  Leiterrander  in  Rand- 
elemente  betrachtet.  Es  ergibt  sich  dabei  ein  lineares  Gleichungssystem,  das  mit  einem  fur 
grofie  Blockmatrizen  angepassten  GauB-Algorithmus  gelost  wird.  Nach  der  Erlauterung  die¬ 
ses  Verfahrens  werden  die  Moglichkeiten  diskutiert,  die  erhaltene  Losung  auszuwerten. 

2.1  Formulierung  des  Randwertproblems 

Zunachst  wird  gezeigt,  dass  sich  das  Randwertproblem  aus  einer  Vielzahl  von  Helmholtz- 
schen  Differentialgleichungen  und  einer  Laplaceschen  Differentialgleichung  zusammensetzt. 
Zu  verkniipfen  sind  diese  Gleichungen  durch  Randbedingungen  an  den  Grenzflachen  und  im 
Unendlichen.  Grundlage  dieser  Uberlegungen  ist  das  im  Folgenden  erlauterte  Modell  eines 
Transformators. 


2.1.1  Beschreibung  des  verwendeten  zweidimensionalen  Modells 

In  [3]  ist  die  Randelementmethode  fiir  das  vorliegende  Problem  spezialisiert  worden.  Prin- 
zipiell  wird  es  in  Querschnittsflachen  von  in  z-Richtung  unendlich  langen  Leitern  in  der 
xy- Ebene  modelliert.  Solche  Leiter  weisen  aus  Griinden  der  Symmetrie  nur  parallelebene 
magnetische  Felder  auf,  die  nicht  von  der  z-Ko ordinate  abhangen.  Sie  liegen  nur  in  der 
rry-Ebene;  daher  kann  das  ganze  Problem  -  Geometrie  und  Felder  -  allein  in  dieser  Ebe¬ 
ne  beschrieben  werden.  Ein  solches  Modell  kann  naturgemafl  langgezogene  Leiter  wie  z.B. 
Leitungen  nachbilden,  aber  es  eignet  sich  auch  zur  Darstellung  von  Transformatoren  oder 
Wandlern. 

Diese  Betriebsmittel  weisen  einen  Eisenkern  auf,  dessen  Schenkel  wesentlich  das  magnetische 
Feld  pragen.  Der  Schenkel  mit  den  konzentrisch  um  diesen  gewickelten  Windungen  sowie  die 
entstehenden  Felder  bilden  ein  weitestgehend  rotationssymmetrisches  System,  das  man  sich 
-  wie  in  Abbildung  2.1  veranschaulicht  -  abgewickelt  vorstellen  kann.  Jede  Windung  wird 
vorne  und  hinten  durchtrennt.  Beide  Teile  werden  zu  einem  geraden  Leiter  in  z-Richtung  ab¬ 
gewickelt.  Betrachtet  wird  nur  dessen  Schnittfiache  mit  der  sy-Ebene.  Mit  der  Abwicklung 
iiberfiihrt  man  das  dreidimensionale  rotationssymmetrische  Feldproblem  in  ein  zweidimen- 
sionales  parallelebenes  Problem.  Im  weiteren  Verlauf  der  Arbeit  werden  die  diskutierten 
Ergebnisse  zeigen,  dass  dieser  Schritt  bei  Leistungstransformatoren  eine  zulassige  Naherung 
darstellt. 

Wie  schon  angedeutet  sind  von  der  Geometrie  der  Leiter  nur  die  Querschnitte  in  der  xy - 
Ebene  relevant;  diese  sollen  stiickweise  glatt  berandet  sein.  Fiir  reale  Leiter  steilt  dies  keine 
Einschrankung  dar.  Es  werden  insgesamt  N  von  solchen  Leiterquerschnitten  modelliert.  Bei 
einem  Transformator  muss  man  neben  den  Windungen  auch  den  Eisenkern  darstellen.  Die 
physikalischen  Eigenschaften  eines  jeden  Leiters  n  mit  1  <  n  <  N  werden  durch  seine  elek- 
trische  Leitfahigkeit  an  und  seine  relative  magnetische  Permeabilitat  festgelegt,  die  iiber 
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Bild  2.1:  Abwicklung  einer  Iconzentrisch  gewickelten  Windung.  (1)  Auftrennen  der  Windung,  (2)  Abwicklung, 
(3)  Querschnittsflache  in  der  zu/-Ebene. 


die  gesamte  Querschnittsflache  als  konstant  angenommen  werden.  Beide  Grofien  miissen 
endliche  Werte  annehmen. 

Neben  den  Leitern  bestehen  TVansformatoren  natiirlich  auch  noch  aus  weiteren  Materialien, 
die  sich  zwischen  den  Leitern  befinden  und  meistens  zur  Isolation  dienen.  Die  wesentlichen 
Isolatoren  sind  in  diesem  Fall  01  und  Kunststoffe  sowie  auch  Luft.  Allen  diesen  Materialien 
ist  gemeinsam,  dass  sie  keinen  Einfluss  auf  das  magnetische  Feld  ausiiben.  Sie  weisen  eine 
relative  Permeabilitat  von  —  1  auf.  Daneben  ist  ihre  elektrische  Leitfahigkeit  als  Isola¬ 
tor  durch  a  =  0  gegeben.  Diese  gemeinsamen  Eigenschaften  erlauben  es,  die  Gruppe  der 
nicht-magnetischen  Isolatoren  wie  ein  Material  zu  behandeln.  Deshalb  wird  hier  nur  noch 
undifferenziert  von  Isolierung  gesprochen. 

Eine  Binschrankung  des  hier  verwendeten  Modells  besfceht  darin,  dass  sich  keine  zwei  Leiter- 
querschnitte  beriihren  diirfen.  Zwischen  ihnen  muss  sich  immer  ein  endlicher  Zwischenraum 
aus  einer  Isolierung  befinden.  Dieses  entspricht  bei  Leistungstransformatoren  den  tatsachli- 
chen  Verhaltnissen  und  stellt  damit  keine  Beeintrachtigung  dar.  Andererseits  diirfen  sich  die 
verschiedenen  Isolationsmaterialien  direkt  beriihren,  weil  sie  -  im  Hinblick  auf  das  untersuch- 
te  Feldproblem  -  identische  Eigenschaften  aufweisen.  So  bildet  z.B.  eine  Kunststoffisolierung 
urn  einen  Leiter  mit  dem  sie  umgebenden  01  eine  Flache. 

Zu  beachten  ist,  dass  die  modellierten  Leiter  durchaus  Hohlraume  -  wie  z.B.  die  Fenster  eines 
Eisenkerns  -  aufweisen  konnen.  In  den  Fenstern  durfen  weitere  Leiter  liegen,  die  wiederum 
Fenster  haben  konnen.  So  lassen  sich  auch  Transformatoren  mit  einem  Kessel  nachbilden 
(siehe  Bild  2.2).  Dieses  recht  grobe  Modell  besteht  aus  drei  Lagen  fiir  die  Unterspannungs- 
wicklung,  56  Scheiben  in  der  Oberspannungswicklung  und  je  einer  Lage  fiir  Grob-  und 
Feinstufenwicklung.  Der  Kessel  ist  gestrichelt  angedeutet. 

Nachdem  die  Geometrie  und  die  physikalischen  Eigenschaften  des  Modells  festgelegt  worden 
sind,  muss  noch  die  Anregung  deiiniert  werden.  In  jeden  Leiter  n  soli  ein  harmonischer  Strom 
mit  der  Amplitude  In  eingepragt  werden.  Die  Frequenz  /  ist  bei  alien  Stromen  identisch. 
Dieser  Strom  ist  als  integrale  Grofie  iiber  die  gesamte  Leiterflache  zu  verstehen.  Allerdings 
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2  Losung  eines  Randwertproblems  mit  der  Randeiementmethode 


Bild  2.2:  Darstellung  der  Querschnittsebene  eines  110-kV-/10-kV-Transformators.  Die  Bereiche  1,2,3  kenn- 
zeichnen  Nichtleiter. 


weicht  durch  die  ebenfalls  zu  berucksichtigenden  Wirbelstrome  die  lokale  Stromverteilung 
von  der  mittleren  Stromdichte  im  Leiter  ab  und  ist  noch  zu  berechnen.  Reine  Oberflachen- 
strome  an  den  Randern  der  Leiter  sind  nicht  zugelassen. 

Nur  prinzipiell  stimmt  das  hier  beschriebene  Modell  mit  dem  von  Rogowski  in  [1]  einge- 
schlagenen  Weg  iiberein.  So  sind  die  strengen  Einschrankungen  Rogowskis  bezuglich  Form 
und  Lage  der  Windungen  aufgehoben.  Es  sind  auch  deutlich  von  Rogowskis  Geometrie 
abweichende  Konstruktionen  wie  Bandtransformatoren  oder  Doppelstock-Transformatoren 
berechenbar.  Weiterhin  kann  im  Gegensatz  zu  Rogowski  ein  Kessel  beriicksichtigt  werden. 
Zuletzt  ist  die  Wahl  der  Stromeinpragung  freigestellt.  Es  miissen  nicht  alle  Leiter  tatsachlich 
mit  Strom  beaufschlagt  sein. 

Ausgehend  von  den  Maxwellschen  Gleichungen  wird  nun  das  bereits  erwahnte  Randwertpro- 
blem  formuliert.  Dazu  werden  Helmholtzsche  Differentialgleichungen  sowie  eine  Laplacesche 
Differentialgleichung  abgeleitet. 

2.1.2  Ableitung  der  Helmholtzschen  Differentialgleichungen 
Bekanntlich  bilden  das  Faradaysche  Induktionsgesetz 

Vxl=~l,  (2.1) 

das  Amperesche  Durchflutungsgesetz 

Vx&  =  S  +  jtD,  (2.2) 

das  Coulombsche  Gesetz 

V-J?  =  0  (2.3) 
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und 


V  •  £  =  0,  (2.4) 

die  Maxwellschen  Gleichungen.  Darin  bedeuten  £  die  elektrische  Feldstarke,  £  die  magneti- 
sche  Feldstarke,  £  die  magnetische  Induktion  sowie  §  die  elektrische  Stromdichte,  Zusatzlich 
werden  fur  die  Feldberechnung  das  ohmsche  Gesetz 

S^aE  (2.5) 

und  die  Materialgleichung 

B  =  (2.6) 

mit  der  elektrischen  Leitfahigkeit  a  und  der  magnetischen  Permeabilitat  \i  venvendet.  Au- 
fierdem  werden  in  dieser  Arbeit  nur  Felder  mit  harmonischer  Zeitabhangigkeit  betrachtet, 
so  dass  gilt.  Die  Kreisfrequenz  u  soli  klein  genug  sein,  damit  j ujD  gegeniiber  § 

vernachlassigt  werden  kann.  Deshalb  muss  im  Folgenden  die  Verschiebungsstromdichte 
aus  Gleichung  (2.2)  nicht  weiter  berlicksichtigt  werden.  Das  Amperesche  Durchflutungsge- 
setz  geht  dann  fiber  in 

V  x  8  =  S.  (2.7) 

Mit  der  iiblichen  Definition 

I  =  Vx|  (2.8) 

ergibt  sich  die  magnetische  Induktion  £  aus  dem  Vektorpotential  A.  Die  Existenz  eines 
Vektorpotentials,  das  Gleichung  (2.8)  erfiillt,  ist  durch  die  Maxwellsche  Gleichung  (2.4) 
gewahrleistet.  Aus  dem  Vektorpotential  A  konnen  alle  weiteren  FeldgroBen  bestimmt  wer¬ 
den.  Mit  der  Beziehung  (2.1)  folgt  durch  Einsetzen  der  Definition  (2.8) 

0  =  Vx£4~l=  Vxl+^Vxi).  (2.9) 

Wegen  der  harmonischen  Zeitabhangigkeit  sind  alle  Grofien  zeitlich  beliebig  oft  differenzier- 
bar.  Die  raumlichen  Ableitungen  von  A  sind  wegen  der  Zusammenhange  (2.8)  und  (2.1) 
mindestens  bis  zur  zweiten  Ableitung  gesichert.  Bei  der  somit  vorhandenen  zweimaligen 
Differenzierbarkeit  von  A  durfen  die  Differentiationen  vertauscht  werden: 

Jji)  =  Vx  (l  +  jwi).  (2.10) 

Nach  [4]  impliziert  diese  Eigenschaft  die  Existenz  eines  skataren  Potentials  fa  fur  dessen 
Gradienten  V0 

V^foy,*)  =  -E{x,y)  -}uA{x,y)  (2.11) 


0  =  V  x  (  E_  4* 
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gilt.  Ersetzt  man  mit  Gleichung  (2.11)  E  im  ohmschen  Gesetz  (2.5),  so  erhalt  man 

S  =  aE  =  -a  (jwl+  w)  .  (2.12) 

Schliefilich  eliminiert  man  damit  die  Stromdichte  5  aus  der  Poissonschen  DifFerentialglei- 
chung  der  Magnetostatik  (vgl.  [4]): 

AA  —  -yS  =  fia  (jwA  +  .  (2.13) 

In  dieser  Arbeit  werden  allein  ebene  Felder  in  der  xy-Ebene  betrachtet.  Aus  Symmetrie- 
griinden  kann  man  das  Vektorpotential  A  in  der  Form 

A(x,y,z)  =  f  0  j  (2.14) 

\  Az  (X,  y )  / 


ansetzen.  Es  geniigt  sowohl  der  vierten  Maxwellschen  Gleichung  (2.4)  als  auch  der  Coulomb- 
Eichung 

V  *  A  =  0,  (2.15) 

wie  u.a.  in  [3]  gezeigt  ist.  Fur  eine  zweidimensionale  Geometrie  besitzt  neben  dem  Vektorpo¬ 
tential  A  auch  das  elektrische  Feld  E  nur  eine  2-Komponente.  Somit  werden  die  x-  und  die 
y-Komponenten  des  Gradienten  (2.11)  identisch  Null,  wahrend  die  2-Komponente  nur  noch 
von  x  und  y  abhangt.  Damit  muss  die  zweite  Ableitung  in  2-Richtung  auch  verschwinden, 
so  dass  die  2-Komponente  des  Gradienten  V0  mit  einer  noch  zu  bestimmenden  Konstanten 
K  als 


V^z=jc oK  (2.16) 

geschrieben  werden  kann.  Durch  diese  Konstante  ergibt  sich  die  z-Komponente  der  Diffe- 
rentiaigleichung  (2.13)  zu 

A4*  ( x ,  y)  -  jw/iCT  (A,  (x,  y)  4-  K)  =  0.  (2.17) 

Beriieksichtigt  man  A K_  =  0,  so  gilt 

{A-iufj.a)(Az(x,y)  +  K)  =  Q.  (2.18) 

In  dieser  Form  entspricht  die  Gleichung  einer  Helmholtzschen  DifFerentialgleichung  .  Sie  gilt 
jedoch  nur  innerhalb  eines  Mediums  mit  konstantem  fi  und  a.  Bei  dem  hier  betrachteten  Mo- 
dell  hat  man  verschiedene  Medien  mit  unterschiedlichen  physikalischen  Eigenschaften.  Man 
muss  daher  jedem  Leiter  eine  eigene  Konstante  Kn  zuweisen.  Damit  ergibt  sich  abschliefiend 
fur  die  n-te  Leiterquerschnittsfiache  die  giiltige  Helmholtzsche  DifFerentialgleichung 

(A  -  jwjin<7n)  (4Z  (x,  y)  +  K_n)  =  0  fur  1  <  n  <  N  (2.19) 
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mit  der  Anzahl  der  Leiter  N.  Aufierhalb  der  Leiter,  also  in  der  umgebenden  Isolierung,  folgt 
aus  Gleichung  (2.19)  mit  der  Isoiationsbedingung  a  =  0  der  Spezialfall  einer  Laplaceschen 
Differentialgleichung 

AAz(x,y)  =  Q.  (2.20) 

Den  gesamten  Raum  der  Isolierung  beschreibt  nur  eine  einzige  Laplacesche  Differentialglei¬ 
chung.  Daher  werden  fur  das  aus  N  Leitern  bestehende  Problem  eine  Laplacesche  und  N 
Heimholtzsche  Differentialgleichungen  benotigt.  Die  Differentialgleichungen  miissen  durch 
die  nachfolgenden  Stetigkeitsbedingungen  verkniipft  werden.  Bei  diesen  Bedingungen  han- 
delt  es  sich  im  mathematischen  Sinn  um  Randbedingungen. 

2.1.3  Formulierung  der  Randbedingungen 

Als  erste  Stetigkeitsbedingung  soli  das  Verhalten  der  Tangentialkomponente  H_%  der  ma- 
gnetischen  Feldstarke  H_  beim  Ubergang  von  einem  Medium  mit  der  Permeabilitat  /ix  in 
ein  anderes  mit  der  Permeabilitat  fi2  untersucht  werden.  Gemafi  [4]  erfolgt  dieser  Uber¬ 
gang  stetig,  sofern  in  der  Grenzflache  -  wie  vorausgesetzt  -  keine  Flachenstrome  flieBen. 
Mathematisch  kann  der  Sachverhalt  durch 

0  =  (&2  -  S-i)  *  n  (2.21) 

beschrieben  werden,  wobei  n  den  Normalenvektor  der  Grenzflache  darstellt.  In  dem  hier  ver- 
wendeten  zweidimensionalen  Modell  sind  die  betrachteten  Grenzflachen  zwischen  zwei  Me- 
dien  in  z-Richtung  unendlich  ausgedehnt  (vgl.  Abbildung  2.1),  so  dass  der  Normalenvektor  n 
immer  senkrecht  zur  z-Richtung  stehen  muss.  In  diesem  Fall  ergibt  sich  ein  Normalenvektor 
der  Form 


(  n  A 

n—\  ny  1  .  (2.22) 

V  o  / 

Mit  H_i  wird  die  magnetische  Feldstarke  an  einem  Punkt  (xj,  y»)  bezeichnet.  Dieser  Punkt 
liegt  im  Medium  i  so  dicht  an  der  Grenzflache,  dass  die  Punkte  (#1,3/1)  und  (#2>3/2)  nur 
einen  infinitesimal  kleinen  Abstand  voneinander  aufweisen.  An  diesen  Punkten  ergibt  sich 
aus  dem  Bisherigen  die  Grofle  der  magnetischen  Feldstarke  zu 


H{  (2=6)  is,(2=8)i Vxi(*ilW)(2i4)Ivx 

fj>\  ii\  m 


£ 


{xuVi)  \ 

-£AAx„yi)  j 


»  ) 


(2.23) 


Setzt  man  die  so  bestimmten  Feldstarken  H_x  und  in  die  Stetigkeitsbedingung  (2.21)  ein, 
folgt 
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0  = 


'  jiTyA*  (ara.  S/a)  -  ^A^xuVl)  \ 

-«8*i  (**>*&)  +  (Sl.yi) 

V  0  / 

(°’°’(; 

+  (X2’V2)  ‘  (3:ilS/l))  '  "*) 


(°’°>  (i£i(a52’y2)-^li(xi’yi); 

1  5 


(2.24) 


Mit  der  Schreibweise  nx-jfa  +  ny~  —  ^  fur  die  Ableitung  in  Normalenriehtung  lasst  sich  die 


°ydy  ~  dn 

z-Komponente  dieser  Gleichung  zu 

^UxuyA  =  j~nAA^y,) 


(2.25) 


uraordnen.  Das  Ergebnis  (2.25)  stellt  die  erste  Randbedingung  dar,  mit  denen  die  Differen¬ 
tial  gleichungen  (2.19)  und  (2.20)  an  den  Grenzflachen  zweier  Medien  zu  verkniipfen  sind. 

Eine  zweite  Randbedingung  erhalt  man  aus  der  Stetigkeit  der  Normalkomponente  Bn  der 
magnetischen  Induktion  B.  In  [4]  wird  diese  Bedingung  mathematisch  als 


0 


=  (B.2  ~  Hi)  •  n 


(2.26) 


beschrieben.  Wiederum  ist  n  der  Normalenvektor  der  Grenzflache  zwischen  den  beiden  Me¬ 
dien,  wahrend  B 4  die  magnetische  Induktion  an  dem  Punkt  (si,  yj)  im  Medium  i  darstellt. 
Beziiglich  des  Abstandes  der  Punkte  gilt  das  oben  Gesagte. 

Nun  wahlt  man  zwei  Flachen  O;  mit  1  <  i  <  2  parallel  zur  Grenzflache  der  beiden  Me¬ 
dien.  Dabei  soil  die  Flache  0\  im  Medium  i  liegen  und  den  Punkt  (xi,  y\)  enthalten.  Beide 
Flachen  sollen  ansonsten  gleiche  Form  und  Grofle  haben,  so  als  waren  sie  an  der  Grenzflache 
gespiegelt.  Diese  Flachen  weisen  somit  eine  Ausdehnung  in  z-Richtung  auf.  Aufgrund  von 
Gleichung  (2.26)  ist  der  magnetische  Fluss  durch  die  beiden  Flachen  identisch: 


j  S-  ft  dO  ~  j  B_  •  n  dO 

J  Oi  J  O2 


(2.27) 


Mit  Hilfe  des  Integralsatzes  von  Stokes  kann  das  Flachenintegral  des  magnetischen  Flusses 
in  ein  Integral  entlang  des  Randes  dOi  uberfiihrt  werden.  Es  ergibt  sich 


J  B-ndO  (=8)  J  (yxAj-ndO  St=kes  <£  A-dl. 


JdO\ 


(2.28) 


Lasst  man  nun  die  Flachen  0\  sehr  klein  werden,  so  kann  man  das  Vektorpotential  A  in 
ihnen  als  konstant  ansehen.  Dann  ist  es  moglich,  das  Vektorpotential  vor  das  Integral  zu 
ziehen.  Es  bleibt 


h 

JO\ 


B-ndO  =  Az  (a;*,  y{)  •  U\ 


(2.29) 
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mit  dem  Umfang  U-x  des  Randes  dO\ 

Ui  =  <fc  1  dl  (2.30) 

JdOi 

Aus  U\  —  Ui  folgt  wegen  Gleichung  (2.27)  die  zweite  Randbedingung  zur  Verkntipfung  der 
feldbeschreibenden  Differentialgieichungen 


Az{xuV\)  =4,  (2:2, Ha).  (2.31) 

Weitergehende  Aussagen  lassen  sich  mit  Gleichung  (2.11)  ableiten.  Wie  in  [2]  wird  die  elek- 
trische  Feldstarke  in  einen  eingepragten  Anted 

JL  =  -W  (2.32) 

und  in  einen  induzierten  Anteil 

find  =  “jw  '  I  (2.33) 

zerlegt.  Damit  geht  nach  Gleichung  (2.31)  auch  die  Tangentialkomponente  des  induzierten 
Anteils  E_[nd  stetig  von  einem  Leiter  in  die  Isolierung  liber.  An  dieser  Stelle  kann  das  elek- 
trische  Feld  aufierhalb  der  Leiterquerschnitte  durch  eine  nachgeschaltete  Berechnung  gemafl 
[5]  ermittelt  werden. 

Im  Weiteren  gilt  es  noch,  das  Vektorpotential  im  Unendlichen  zu  untersuchen.  Dazu  be- 
trachtet  man  das  Vektorpotential  jenseits  einer  gedachten  Kreislinie  mit  Mittelpunkt  im 
Ursprung  und  einem  so  grofien  Radius,  dass  alle  ebenen  N  Leiterquerschnittsflachen  im 
Inneren  des  Kreises  liegen.  Diese  Kreislinie  wird  Fernkreisrand  genannt.  Da  dort  keine  lei- 
tenden  Querschnitte  vorhanden  sind,  gilt  die  Laplacesche  Differentialgleichung  (2.20).  Unter 
der  Voraussetzung,  dass  die  Summe  aller  Stromeinpragungen  in  die  Leiter  verschwindet  bzw. 

N 

E^  =  °  (2-34) 

fc=  1 


gilt,  wird  in  [3]  das  Vektorpotential  auf  dem  Rand  eines  hinreichend  groflen  Fernkreises  mit 

=  0  (2.35) 

eindeutig  festgelegt.  Vertiefende  Betrachtungen  ergeben  sich,  wenn  man  die  Laplacesche 
Differentialgleichung  in  Polarkoordinaten  darstellt.  Die  daraus  folgende  Reihenentwicklung 
fur  das  Vektorpotential  At  konvergiert  mit  zunehmendem  Radius  gegen  Null. 

Neben  den  bisher  aufgestellten  Differentialgieichungen  ist  mit  den  Randbedingungen  im 
Unendlichen  sowie  an  den  Grenzflachen  unterschiedlicher  Medien  das  Randwertproblem 
spezifiziert.  Um  es  zu  vervollstandigen,  muss  noch  die  Stromeinpragung  in  das  Problem 
einbezogen  werden,  bevor  der  Losungsweg  beschrieben  werden  kann. 
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2.1.4  Beriicksichtigung  der  Stromeinpragungen 

In  jeden  der  dargestellten  N  ebenen  Leiter  kann  ein  beliebiger  Strom  7n  eingepragt  werden, 
solange  die  Nebenbedingung  (2.34)  eingehalten  wird.  Dieser  Strom  kann  aus  dem  Ampe- 
reschen  Durchfiutungsgesetz  (2.7)  in  integraier  Form  berechnet  werden: 

Ln  =  J  sz(x,y)  dx  dy  =  J  (v  x  H_(x,y)^  dx  dy.  (2.36) 

Vn  stellt  darin  die  Querschnittsflache  des  Leiters  n  in  der  xy- Ebene  dar.  Der  Index  z  bezieht 
sich  auf  die  z-Komponente  des  entsprechenden  Vektors.  An  dieser  S telle  sei  noch  einmal 
darauf  hingewiesen,  dass  die  eingepragten  Strome  allein  in  z-Richtung  fliefien.  Andersartige 
Stromeinpragungen  sind  aufgrund  der  Geometrie  -  unendlich  lange  Leiter  in  z-Richtung  - 
auch  nicht  moglich. 

Mit  Hilfe  des  Stokesschen  Integralsatzes  lasst  sich  das  Integral  uber  eine  Leiterquerschnitts- 
flache  Vn  als  ein  Integral  entlang  des  Randes  dVk  schreiben  als 

L  =  J  dx  dy  =  (n  x  H(x,y)^  ds.  (2.37) 

Wie  in  Gleichung  (2.24)  ergibt  sich  ft  x  H_  = - - — -—A-.  Abschliefiend  folgt  daraus 

IMsUmdn 

f  d 

— Mo^rnZn  ^  /  ^7"*— 2  ^ S  (2.38) 

JdVn  Vn 

fur  die  Stromeinpragung  in  den  Leiter  n.  Uber  diese  Beziehung  ist  die  bisher  fehlende  An- 
regung  in  das  Randwertproblem  vollstandig  einbezogen  worden.  Im  Folgenden  wird  es  noch 
einmal  zusammenhangend  dargestellt. 

2.1.5  Uberblick  uber  das  behandelte  Randwertproblem 

Bei  dem  hier  betrachteten  Randwertproblem  werden  die  Querschnittsflachen  von  N  Leitern 
in  der  xy- Ebene  betrachtet.  Diese  Querschnittsflachen  besitzen  einen  stiickweise  glatten 
Rand,  d.h.  der  Rand  ist  als  stiickweise  stetig  differenzierbarer  Weg  zu  parametrisieren.  Die 
Leiter,  die  sich  nicht  beriihren  diirfen,  sind  von  einem  nicht-leitenden  Medium  -  der  Isolie- 
rung  -  mit  einer  relativen  Permeabilitat  von  jj,r  =  1  umgeben.  Weiterhin  weist  jeder  Leiter 
n  homogen  fiber  seine  gesamte  Querschnittsflache  die  elektrische  Leitfahigkeit  an  und  die 
relative  Permeabilitat  fiTn  auf.  In  die  Leiter  sind  harmonisch  von  der  Zeit  abhangige  Strome 
eingepragt,  die  eine  einheitliche  beliebige  Kreisfrequenz  w  >  0  aufweisen.  Ihre  Amplitude  Jn 
ist  beliebig,  solange 

N 

Ei  =  °  (2-39) 

kzsi 

erfiillt  wird. 


11 


2.2  Nummerische  Losung  des  Randwertproblems 


Zur  Losung  des  ebenen  Feldproblems  soli  das  Vektorpotential  Az  berechnet  werden.  Fur 
dieses  Vektorpotential  gilt  innerhalb  eines  jeden  Leiters  n  die  Helmholtzsche  Differential- 
gleichung 


(A  -  ju(J.Q(J,rnan)  (. Az  (, x ,  y)  +  Kn)  =  0  fiir  1  <  n  <  N.  (2.40) 

Andererseits  ist  in  der  Isolierung  zwischen  den  Leitern  die  Laplacesche  DifFerentialgleichung 

A4,(*,y)  =  0.  (2-41) 

anzuwenden.  An  den  Grenzflachen  zwischen  einem  Leiter  und  der  Isolierung  geht  das  Vek¬ 
torpotential  Az  stetig  gemafl 


A.z  (so,  2/o)  —  Alz  (Snj  2/n)  (2.42) 

liber.  (a?o,  yo)  stellt  dabei  einen  Punkt  in  der  Isolierung,  (xn,  yn)  einen  Punkt  im  Leiter  n  dar. 
Beide  Punkte  liegen  dicht  an  der  Grenzflache  und  weisen  nur  einen  infinitesimalen  Abstand 
voneinander  auf.  Andere  Grenzflachen  als  solche  zwischen  Leiter  und  Isolierung  konnen  bei 
dem  hier  betrachteten  Modell  wie  oben  gefordert  nicht  auftreten.  An  solchen  Grenzflachen 
springt  die  Normalenableitung  des  Vektorpotentials  im  Gegensatz  dazu  im  umgekehrten 
Verhaltnis  der  relativen  Permeabilitaten 


1  d  -t  f  ,  1  d  -  . 

-^(X0,y0  )  =  —-AAXn,Vn). 


(2.43) 


Dabei  wird  das  Vektorpotential  im  Unendlichen  durch 


Az  (x,y)  =  0 


(2.44) 


definiert. 

Angeregt  wird  die  Anordnung  aus  ebenen  Leitern  durch  eine  Stromeinpragung.  Im  Leiter  n 
ist  der  eingepragte  Strom  mit  dem  Vektorpotential  durch 


“A^O^rnZn 


[  A 

Jdvn  dn 


A7  ds 


(2.45) 


verkniipft.  Das  so  formulierte  Randwertproblem  soil  nun  gelost  werden.  Mit  Hilfe  der  Green- 
schen  Funktionen  und  des  Greenschen  Satzes  konnen  Randintegralgleichungen  abgeleitet 
werden,  die  sich  fur  eine  Diskretisierung  eignen. 


2.2  Nummerische  Losung  des  Randwertproblems 

In  der  bisherigen  Form  eignet  sich  das  Randwertproblem  nur  bedingt  fur  eine  nummerische 
Losung.  Eine  solche  Vielzahl  gekoppelter  partieller  Differentialgleichungen  in  ausreichen- 
der  Genauigkeit  und  fiir  einen  groflen  Feldraum  zu  losen,  ist  praktisch  kaum  durchfiihrbar. 
Auch  hier  fiihrt  der  oft  verwendete  Approximationsschritt  der  Diskretisierung  zu  einer  Ver- 
einfachung.  Auf  die  Greenschen  Funktionen  der  auftretenden  Differentialoperatoren  wird 
der  Greensche  Satz  angewendet.  Dabei  entstehen  Randintegralgleichungen  fiir  das  Vektor¬ 
potential,  die  durch  Summen  liber  kleine  Randelemente  diskretisiert  werden.  Es  ergibt  sich 
ein  lineares  Gleichungssystem,  das  als  Losung  das  Vektorpotential  auf  den  Randern  liefer t. 
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2  Losung  ernes  Randwertproblems  mit  der  Randelementmethode 


2.2.1  Bestimmung  der  Greenschen  Funktionen  der  verwendeten  DifFerential- 
operatoren 

Das  in  Abschnitt  2.1.5  zusammenfassend  formulierte  Randwertproblem  enthalt  zwei  ver- 
schiedene  Different ialgleichungstypen:  Zum  einen  die  Helmholtzschen  Differentialgleichun- 
gen  (2.40),  zum  anderen  die  Laplacesche  Differential gleichung  (2.41).  Da  die  gesuchte  Lo¬ 
sung,  das  Vektorpotential  Az,  nur  eine  Funktion  der  Variablen  x  und  y  ist,  kann  die  Differen¬ 
tiation  nach  z  in  diesen  Differentialgleichungen  komplett  vernachlassigt  werden.  Man  kann 
die  zugehorigen  Differentialoperatoren  somit  als  zweidimensionale  Operatoren  auffassen. 
Zunachst  werden  die  Greenschen  Funktionen  fiir  den  Helmholtzschen  Differentialoperator 
A  —  iff2,  mit  einem  positiven  reellen  j3  =  y/UJajl  und  dem  Laplaceschen  Differentialoperator 
A  bestimmt.  Die  Greensche  Funktion  des  Laplace- Operators  muss  die  Differentialgleichung 


A  G^)K.  •  (2-46) 

erfiillen.  Dabei  ist  5  die  bekannte  Diracsche  Deltafunktion  mit  der  Eigenschaft 

8(x,y)  =  0  fur  (x,  y)  #  (0, 0) .  (2.47) 

Weiterhin  muss  das  Integral 

existieren.  Wie  in  [6]  gezeigt,  erfiillt 

GU)  («•  V)  =  L  in  ()/(*- *)a  +  (u-y)a)  (2  49) 


die  Gleichung  (2.46).  Aufgrund  ihrer  geschlossenen  Form  ist  die  Greensche  Funktion  des 
Laplace-Operators  G(x>y)  (£,  v)  einer  nummerischen  Auswertung  leicht  zuganglich.  Ebenso 
konnen  Integrale  fiber  diese  Funktion  oder  ihre  Ableitung  analytisch  bestimmt  werden  und 
sind  damit  nummerisch  ebenfalls  schnell  und  genau  zu  bestimmen. 

Im  Gegensatz  dazu  kann  die  Greensche  Funktion  G^x>y)  (£ ,  rj)  des  zweidimensionalen  Helm- 
holt  z-Operators  A  —  j /32  nicht  mehr  geschlossen  angegeben  werden.  Nach  [7]  wird  die  zu- 
gehorige  Differentialgleichung 

(A  -  j£2)  (f ,  rj)  =  8  (x  —  £,y  —  rj)  (2.50) 

durch 

C(x,y)  (C  n)  =  (ker  +  j  kei)  (/3i/((  -  z)2  +  (»?  ~  2/)2)  (2-51) 

gelost.  Dabei  sind  mit  (ker  +  j  kei)  (z)  der  Real-  und  der  Imaginarteil  der  modifizierten 
Besselfunktionen  bezeichnet,  die  in  der  Literatur  auch  Kelvinfunktionen  genannt  werden. 
Es  gilt 

(ker  +  j  kei)  (x)  =  ker(x)  +j  kei(x)  =  j|  (j0  (®>/-J)  +  J  No  (z\/-j))  (2'52) 
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2.2  Nummerische  Losung  des  Randwertproblems 


(vgL  [8]).  Verwendet  man  bekannte  Reihendarstellungen  fiir  die  Besselsche  Funktion  Jq 
und  die  Neumannsche  Funktion  N0,  so  kann  man  mit  den  sich  daraus  ergebenden  Reihen 
die  Kelvinfunktionen  und  letztlich  auch  die  Greensche  Funktion  (£ ,  ??)  nummerisch 

bestimmen.  Abgebrochene  Reihendarstellungen  der  Greenschen  Funktion  bzw.  ihrer  Ablei- 
tung  sind  gliedweise  analytisch  integrierbar,  so  dass  auch  hier  alle  Integrale  nummerisch 
mit  vertretbarem  Aufwand  gewonnen  werden  konnen.  Im  Gegensatz  zu  [3]  werden  die  Rei- 
henentwicklungen  erst  spater  abgebrochen,  weil  die  dafiir  benotigte  zusatzliche  Rechenzeit 
bezogen  auf  die  Gesamtrechenzeit  nicht  ins  Gewicht  fallt.  Die  Methode  der  gliedweisen 
Integration  ist  deutlich  schneller  und  genauer  als  eine  nummerische  Integration,  bei  der 
zahlreiche  Funktionswerte  der  zu  integrierenden  Funktion  gebildet  werden  miissen. 

Mit  dem  Greenschen  Satz  konnen  durch  die  Greenschen  Funktionen  des  Helmholtz-  und 
des  Laplace-Operators  auf  einfache  Weise  Randintegralgleichungen  abgeleitet  werden,  die 
das  Vektorpotential  an  einer  beliebigen  Stelle  mit  dem  Vektorpotential  auf  dem  Rand  eines 
Le iters  verknupfen. 

2.2.2  Anwendung  des  Greenschen  Satzes  zur  Ermittlung  von  Randintegralglei- 
chungen 

Fiir  einen  ebenen  Leiter  n  mit  der  Querschnittsflache  Vn  in  der  x?/-Ebene  ergibt  sich  mit 
—  y/w&nP o/An  die  Helmholtzsche  Differentialgleichung  (2.40)  zu 


(A-jP2)(At(S,T,)+Kn)  =  0, 

wobei  nun  (f ,  r/)  als  Ortskoordinaten  gewahlt  worden  sind.  Somit  gilt 


(2.53) 


(A  (S>  n)  +  Kn)  ■  s  (x  -  S,  v  -  v) 

(  =0)  (A*  it  V)  +  Kn)  •  (A  -  j/32)  Gfx,y)  (f,  r,) 

=  (4  (S>  v)  +  Kn)  A£fx,y)  (S.  n)  -  (Az  (S’  n)  +  Kn)-  ^  ■  Gfxy)  (?,  r,) 

(=3)  (4 (S’ n)  +  Kn) A£?Xty) (S, «?) - £fx,y) (S, n) a (4 (?, v) + Kn) ■  (2-54) 


Eine  Integration  dieser  Gleichung  liber  die  Leiterquerschnittsflache  Vn  fiihrt  fiir  einen  Punkt 
(x,  y)  €  Vn  wegen  Gleichung  (2.48)  auf  die  Integralgleichung 

AAx,y)+Kn=  [  (  (Az  (S’7))  +  Kn)  Afifx.y)  (S’  ri) 

Jvn  ' 

-  fifx,y)  (S’  n)  A  (A*  (S,  v)  +Kn)))  dt  dr,,  (2.55) 

die  das  Vektorpotential  Az  (x,  y)  an  einer  beliebigen  Stelle  in  der  Leiterquerschnittsflache 
Vn  mit  den  Werten  des  Vektorpotentials  iiberall  in  Vn  verkniipft.  Verwendet  man  weiterhin 
den  Greenschen  Satz 
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2  Losung  eines  Randwertproblems  mit  der  Randelementmethode 


Jv  (t  (?,  v)  ■  AS  (f ,  7?)  -  S  K,  77)  •  AS  (?,  77))  rf?  dr] 

=  J  (l (f,  77)  •  (6  77)  -  1  (f ,  77)  ■  JjS  «,  77))  ds  (e,  r?)  (2.56) 

mit  den  zweimal  stetig  differenzierbaren  Funktionen  $  (£,7?)  und  Jr.  (£,77),  kann  man  Giei- 
chung  (2.55)  weiter  vereinfachen.  Dabei  stellt  ds  (£,  rf)  ein  Wegelement  langs  des  Randes  dV 
der  Flache  V  dar.  Mit  $  (f ,  77)  =  Az  (f ,  7;)  +  Kn  und  lE  (f  j  ??)  —  Sfx>y)  (f ,  ??)  folgt  die  neue 
Randintegralgleichung 

(*,  y)  +  Kn  =  J^(  (£,  77)  +  Kn)  ~Gfxy)  (f ,  77) 

-  Sfx,y)  (€,  t ))  J:  (4  &  t?)  +  £») )  )  ds  ({,  77) .  (2.57) 

Die  Flachennormale  n  des  Randes  <914  muss  nach  aufien  zeigen,  also  in  die  Isolierung.  Dabei 
verschwindet  die  Normalenableitung  der  Konstanten:  -§^Kn  =  0.  Die  Randintegralgleichung 

(2.57)  verknupft  das  Vektorpotential  Az  (x,  y)  eines  beliebigen  Punktes  innerhalb  der  Lei- 
terquerschnittsflache  Vn  im  Gegensatz  zu  Beziehung  (2.55)  nur  noch  mit  den  Werten  des 
Vektorpotentials  auf  dem  Rand  von  Vn. 

Analog  kann  man  eine  Randintegralgleichung  fur  das  Vektorpotential  in  der  Isolierung  V0 
aufierhalb  der  Leiterquerschnitte  aufstellen.  Den  Ubergang  von  der  Helmholtzschen  Diffe- 
rentialgleichung  (2.40)  zur  Laplaceschen  (2.41)  erreicht  man  durch  Setzen  von  a  —  0  -  dies 
impliziert  /3  =  0-  und  durch  die  Wahl  der  Konstanten  =  0.  In  der  Randintegralgleichung 

(2.57)  fiihrt  dieser  Ubergang  zu 

A  (x,  V )  ~  Jgv  (a  (f,  77)  •  ^G(x,y)  (f>  7?)  -  G(x.  y)  (tv)  '  J^4  (?,  7?))  ds  (f ,  T])  . 

(2.58) 

Auch  in  dieser  Randintegraldarstellung  wird  das  Vektorpotential  Az  ( x ,  y)  an  einem  belie¬ 
bigen  Punkt  in  der  Isolierung  durch  die  Werte  auf  dem  Rand  der  Isolierung  beschrieben. 
Wiederum  zeigt  die  Flachennormale  n  nach  aufien,  also  aus  der  Isolierung  heraus. 

Bevor  nun  anhand  der  beiden  Randintegralgleichungen  eine  Diskretisierung  des  Randwert¬ 
problems  vorgenommen  und  ein  lineares  Gleichungssystem  aufgestellt  wird,  sollen  noch  drei 
Spezialfalle  der  Randintegrale  betrachtet  werden. 

2.2.3  Spezielle  Randintegrale 

Als  erster  Spezialfall  wird  die  Abgrenzung  des  modellierten  Feldraumes  nach  auben  hin  be¬ 
trachtet.  Bei  anderen  Methoden  zur  nummerischen  Feldberechnung  wie  der  Finite-Elemente- 
Methode  oder  der  Finite-Differenzen-Methode  gibt  es  eine  auhere  Grenze,  bis  zu  der  das  Feld 
bestimmt  wird,  und  an  der  festzulegende  Randbedingungen  gelten.  Bei  der  hier  verwendeten 
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2.2  Nummerische  Losung  des  Randwertproblems 


Methode  ist  bisher  durch  Gleichung  (2.44)  nur  bestimmt  worden,  dass  im  Unendlichen  das 
Vektorpotential  verschwindet.  Wie  [3]  gezeigt  hat,  gilt  jedoch  auch 


J  (f’ n)  ■  n)  ~  G™ n) '  Jj4* (?’ v))  ds  (e’ v)  =  0  (2  59) 

mit  dem  beliebigen  Fernkreisrand  dxr.  Damit  ist  die  Randelementmethode  unabhangig  von 
der  Wahl  des  Fernkreises  und  der  Festlegung  einer  willkiirlichen  aufleren  Begrenzung.  Dieses 
ist  ein  deutlicher  Vorteil  der  Randelementmethode,  weil  die  Wahl  der  Feldraumgrenzen 
bei  den  oben  angesprochenen  alternativen  Feldberechnungsverfahren  unter  Umstanden  das 
Ergebnis  beeinflussen  kann. 

Die  Randintegralgleichungen  (2.57)  und  (2.58)  geben  das  Vektorpotential  At  {x,y)  fur  einen 
beliebigen  Punkt  ( x ,  y)  abhangig  von  den  Werten  auf  den  Randern  an.  Denkbar  ist  damit 
der  Grenzfall  eines  Punktes  ( x ,  y)  auf  dem  Rand.  In  diesem  Falle  muss  die  Existenz  zweier 
Integrate  untersucht  werden,  denn  die  Greenschen  Funktionen  G^xy^  (f ,  rf)  und  (f ,  rj) 

weisen  fur  (£,  rf)  =  (x,  y)  Pole  auf. 

Bei  G®x  (x,  y)  ist  dieser  Pol  aus  der  Definition  (2.49)  sofort  ersichtlich.  Die  Eigenschaften 
der  Greenschen  Funktion  G^xy)  (x>y)  folgen  aus  denen  der  Kelvinfunktionen  im  Ursprung. 
Hier  ist  ausschlaggebend,  dass  die  Neumannsche  Funktion  Nq  im  Ursprung  einen  Pol  auf- 
weist.  Integrate  der  Form  jR  S^x,y)  (f ,  rj)  ds  (f ,  rj)  oder  auch  fR  -§^G^x  y^  (£,  7?)  ds  (f ,  rj)  fiihren 
deshalb  fur  (x,y)  6  R  fiber  Pole  und  mfissen  auf  ihre  Existenz  hin  untersucht  werden. 

(£,  t?)  steht  dabei  abkfirzend  ffir  beide  Greenschen  Funktionen.  Es  ergeben  sich  die 
Grenzwerte 


[  G-(aj>)  (?>  v)  ds  (£,  i -j)  =  lim  [  G()  (£,  tj)  ds  (f,  tj) 

Jr  JR 


/.  I2*"' (m)  *  «■’»  - 1 


(2.60) 


(2.61) 


ffir  (a,  b)  £  R  (vgl.  [3]).  Die  Unstetigkeit  im  Integral  fiber  die  Normalenableitung  umgeht 
man  mit  einem  halbkreisformigen  Integrationsweg  um  den  Pol  herum.  Letztlich  liefert  das 
Integral  fiber  diesen  Halbkreis  das  Korrekturglied  — 

Mit  Hilfe  dieser  Integrate  kann  das  Randwertproblem  im  folgenden  Abschnitt  diskretisiert 
werden.  Auf  den  Leiterrandern  wird  das  Vektorpotential  dazu  als  abschnittsweise  konstant 
angenommen.  Dadurch  gehen  die  Randintegralgleichungen  (2.57)  und  (2.58)  in  Summen 
fiber. 


2.2.4  Diskretisierung  des  Randwertproblems 

In  der  xy-Ebene  sind  die  Rander  eines  Leiterquerschnitts  stfickweise  glatt  vorausgesetzt 
worden.  Nun  wird  der  Rand  dVn  des  Leiters  n  in  vn  beliebig  gewahlte  Abschnitte  eingeteilt, 
von  denen  jeder  als  Teil  des  ganzen  Randes  auch  stfickweise  glatt  ist.  Diese  Abschnitte 
sollen  Randelemente  genannt  werden,  nach  denen  die  Randelementmethode  benannt  ist.  Ein 
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2  Losung  eines  Randwertproblems  mit  der  Randelementmethode 


R2  R3  R4  R5 

Bild  2.3:  Beispiel  fur  die  Einteilung  eines  quadratischen  Leiterquerschnitts  in  9  Randelemente. 

Beispiel  fiir  die  Einteilung  eines  quadratischen  Leiterquerschnitts  zeigt  die  Abbildung  2.3. 
Im  Rahmen  dieser  Arbeit  werden  die  Seiten  eines  Randes  in  gleichmaBige  Randelemente 
eingeteilt.  Dieses  ist  jedoch  nicht  notwendig.  Sowohl  die  Grofie  als  auch  die  Anzahl  der 
Randelemente  sind  beliebig. 

Nach  einer  solchen  Einteilung  kann  jeder  Rand  als  die  endliche  Vereinigung  seiner  Randele¬ 
mente 


dVa  =  U  Rk  (2.62) 

k=l 

angesehen  werden.  Zuordnungsprobleme  der  Anfangs-  und  Endpunkte  zu  genau  einem  Rand- 
element  lassen  sich  losen,  wenn  jedes  Randelement  nur  den  Anfangspunkt  enthalt  und  am 
Ende  offen  ist.  Fiir  Integrationen  iiber  Randelemente  kann  die  Zuordnung  einzelner  Punkte, 
die  nur  Nullmengen  darstellen,  unberiicksichtigt  bleiben. 

Die  Unterteilung  der  Rander  in  Randelemente  lasst  das  Randintegral  (2.57)  in 

A,  (x,  y)+Ka  =  ( (az  (£,*?)  +  2U  ^£fxjr ,  (f ,  i) 

-£fx,y)  (£.  v)  A  (A.  (q  t?)  +  Kn) )  ds  (t,v) 

=  E  (  fRt  (  W.  ((.  n)  +  KJ  J=£f*,y)  («,  n) 

-2(x,y)  &  n)  Jj  U.  (€.  v)  +  Kn) )  ds  (t  r,)  )  (2.63) 

iibergehen.  Eine  analoge  Form  ergibt  sich  fiir  das  Randintegral  der  Isolierung  (2.58). 

Bis  hierhin  ist  das  Modell  exakt.  Aufter  den  Einschrankungen  in  den  geometrischen  und 
physikalischen  Eigenschaften  sind  noch  keine  Approximationen  vorgenommen  worden.  Das 
soli  jetzt  geandert  werden,  um  das  Problem  in  eine  fiir  die  nummerische  Losung  geeignetere 
Form  zu  bringen.  Der  Grundgedanke  besteht  darin,  die  Randelemente  so  klein  zu  wahlen, 
dass  auf  ihnen  das  Vektorpotential  Az  und  dessen  Normalenableitung  als  konstant 
angesehen  werden  konnen.  Da  es  sich  dabei  um  stetige  Funktionen  handelt,  ist  diese  Appro¬ 
ximation  bei  hinreichend  kleinen  Randelementen  eine  praktikable  Naherung.  Letztlich  ist 
die  sinnvolle  Grofle  der  Randelemente  fiir  eine  solche  Approximation  problemabhangig. 
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Auf  einem  Randelement  R k  des  Leiterrandes  n  soli  mit  dieser  Approximation  fur  alie  Punkte 
(£,77)  €  Rk 


A,(S,ri)=An.k 


(2.64) 


sowie 


dnA „,k 


(2.65) 


gelten.  Fur  die  Punkte  auf  Randelementen  des  Randes  der  Isolierung  wird  entsprechend 


AAtn)  =  Ao,k 


und 


d  . 


(2.66) 


(2.67) 


angesetzt.  Auf  die  Frage  der  Identifizierung  der  Randelemente  von  Leiterquerschnittsflachen 
und  Isolierung  wird  in  Abschnitt  2.2.6  eingegangen.  Dort  werden  die  Stetigkeitsbedingungen 
(2.25)  und  (2.31)  angewendet. 

Genauso  wie  das  nun  auf  einem  Randelement  konstante  Vektorpotential  kann  dessen  Nor- 
malenableitung  vor  das  Integral  in  Gleichung  (2.63)  gezogen  werden.  Es  resultiert  der  Zu~ 
sammenhang 


A{x,y)  +  Kn  = 


£(fj(An,k  +  Kn)^Gliy)(S,r,) 

-2fx,y)  (?,*?)  Jj4n,k)  ds 


E  (  Un,k  +&)■([  Aefx,y)  (f ,  f,)  ds  (f ,  7)) 
k=\  \ 

(7  Sfw)«.»7)  *(&>») 


Fur  den  Fall  der  Isolierung  nimmt  diese  Beziehung  die  einfachere  Form 


(2.68) 


Az  (x,v)  =  ds^) 

-^4o>k-  Qf  C?JXiy)(f,  77)  d5(f,7?) 


(2.69) 


18 


2  Losung  eines  Randwertproblems  mit  der  Randelementmethode 


an.  Abkurzend  werden  die  in  den  Gleichungen  (2.68)  und  (2.69)  auftretenden  Randintegrale, 
die  nur  noch  vom  Randelement  Rk  sowie  dem  Punkt  (a;,  y)  abhangen,  als 

/<4,y)  (-R)  =  /R<2fx,y,(£,r?)  dafcn). 

(2.70) 

ml,y)  (R)  =  /RAGfxy)(e^)  ds(tv), 

(2.71) 

IG(x,y)  (R)  —  f  Gly)(Z,v)  ds  (£,  jj) 

JR 

(2.72) 

sowie 

ia&to)  (R)  *  j  (f . n)  ds  (c n) 

.  (2-73) 

definiert,  um  die  im  Folgenden  aufzustellenden  linearen  Gleichungen  in  einer  iibersicht  lichen 
Form  schreiben  zu  konnen.  Die  Bestimmung  dieser  Integrale  ist  [3]  zu  entnehmen.  Arbeitet 
man  mit  abbrechenden  Reihendarstellungen  bei  so  sind  alle  Integrale,  wie  dort  beschrie- 
ben,  analytisch  losbar.  Sie  lassen  sich  damit  schnell  und  genau  nummerisch  bestimmen. 

2.2.5  Einfuhrung  linearer  Gleichungen  fur  das  Ran dwert problem 

Nachdem  im  vorangegangenen  Abschnitt  das  Randwertproblem  diskretisiert  worden  ist,  sol- 
len  nun  in  einem  letzten  Schritt  lineare  Gleichungen  aufgestellt  werden,  die  eine  Darstellung 
des  approximierten  Randwertproblems  als  lineares  Gleichungssystem  ermoglichen.  Dieses 
Gleichungssystem  kann  dann  mit  bekannten  Methoden  gelost  werden. 

Bisher  sind  immer  das  Vektorpotential  und  dessen  Normalenableitung  an  einer  beliebigen 
Stelle  (x, y)  in  der  Ebene  bestimmt  worden,  so  auch  in  den  Gleichungen  (2.68)  und  (2.69). 
Nun  wird  auf  jedem  Randelement  Rk  ein  sogenannter  Randknoten  (£k,  Vk)  €  Rk  gewahlt. 
Die  Wahl  des  Randknotens  auf  einem  Randelement  ist  beliebig  und  hat  keinen  Einfluss  auf 
die  weitere  Rechnung,  da  das  Vektorpotential  und  seine  Normalenableitung  ja  schon  als 
konstant  auf  jedem  Randelement  angenommen  worden  sind. 

Wenn  man  mit  den  Gleichungen  (2.68)  und  (2.69)  das  Vektorpotential  in  {x,y)  bestimmen 
kann,  dann  ist  es  auch  speziell  in  (xk,  yk)  berechenbar.  In  beiden  Fallen  ist  das  Ergebnis  nur 
von  den  Werten  auf  den  Leiterrandern  abhangig.  Insbesondere  ergibt  sich  das  Vektorpoten¬ 
tial  in  einem  Randknoten  -  also  auf  einem  Randelement  -  in  Abhangigkeit  von  den  Werten 
auf  alien  Randelementen. 

Die  im  vorangegangenen  Abschnitt  definierten  Abkiirzungen  der  Randintegrale  liber  die 
Greenschen  Funktionen  werden  jetzt  fur  die  hier  gewahlten  Randknoten  spezialisiert.  Dabei 
werden  die  in  den  Gleichungen  (2.60)  und  (2.61)  bestimmten  Grenzwerte  verwendet.  Es  gilt 


IGl  =  IGlktyk)(K), 
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(2.74) 

(2.75) 

(2.76) 


2.2  Nummerische  Losung  des  Randwertproblems 


sowie 

/aCg,,  =  /3G«Xk,yk)  (£,)  +  i* (2.77) 
In  diesen  Beziehungen  stellt  4, i  das  Kroneckersymbol  dar.  Weiterhin  soil 


St  =  f^IdG_l  (2.78) 

1=1 

gelten.  Mit  diesen  abkiirzenden  Sclireibweisen  folgt  aus  Gleichung  (2.68)  fur  das  Vektorpo- 
tential  im  Randknoten  l  des  Leiterrandes  n  der  Zusammenhang 

V n 

4n,i  +  Kn  =  £  ( (4„,k  +  iQ  •  /*&  -  dAnM  ■  /fifj  (2.79) 

k=l 

bzw.  umgestellt  der  Ausdruck 

Vn 

E  ( (/«&,  -  *i.k)  •  4„,k  -  /£&  •  54„.k)  -  (5f  -  l)  •  =  o.  (2.80) 

k=l 

Setzt  man  K0  =  0  sowie  >0  =  0,  gelingt  auch  hier  der  Ubergang  zu  der  Darstellung  fur  die 
Isolierung.  Anstelle  der  Beziehung  (2.80)  folgt  die  einfachere  Form 

^0 

E  ( (WG&  -  **)  ■  40,k  -  /GJ k  '  Uoy)  =  0.  (2.81) 

k=l 

Als  letzte  Gleichung  muss  noch  die  Stromeinpragung  (2.45)  diskretisiert  werden.  Dazu  wird 
das  Integral  um  einen  Leiterrand  in  Integrale  iiber  dessen  Randelemente  aufgespalten  und 
die  Normalenableitung  des  Vektorpotentials  durch  den  konstanten  Wert  auf  diesem  Rand- 
element  ersetzt.  Es  gilt 


/^0/^rn  ’  Zn 


L  ^  n)  ds  {i' n)  =  fr  (L  ^ n)  ds  (e’ n)) 

E  (fR  a4„,k  ds  (f ,  I,))  =  E  9An, k  (  1  *  (£.  17))  (2.82) 


Fiihrt  man  zusatzlich  die  Randelementlange 

Ai  =  [  Ids  (2.83) 

J  R\ 

ein,  so  ergibt  sich  mit 

E  Ak  '  =  -^OMrn  •  /n  (2-84) 

k=l 
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die  noch  fehlende  Verknupfung,  um  ein  lineares  Gleichungssystem  aufzustellen,  bei  dem  sich 
die  Anzahl  der  Unbekannten  und  die  Anzahl  der  Gleichungen  entsprechen. 

Im  folgenden  Abschnitt  soli  aus  der  Gleichung  (2.84)  zusammen  mit  den  diskretisierten 
Randintegralgleichungen  (2.80)  und  (2.81)  ein  lineares  Gleichungssystem  aufgestellt  werden. 
Dazu  miissen  mit  den  Stetigkeitsbedingungen  die  Randelemente  der  Leiter  mit  denen  der 
Isolierung  identifiziert  werden. 

2.2.6  Zusammenfassen  der  linearen  Gleichungen  zu  einem  linearen  Gleichungs¬ 
system 

Einerseits  beziehen  sich  die  diskretisierte  Randintegralgleichung  (2.80)  sowie  die  ebenfalls 
diskretisierte  Darstellung  der  Stromeinpragung  (2.84)  auf  Randelemente  von  Leiterquer- 
schnittsflachen.  Andererseits  ist  die  Randintegralgleichung  der  Isolierung  (2.81)  bisher  im- 
mer  mit  eigenstandig  indizierten  Randelementen  verwendet  worden.  An  dieser  Stelle  soil 
nun  die  Trennung  aufgehoben  und  eine  einheitliche  Randelemente-Nummerierung  eingefiihrt 
werden. 

Alle  Randelemente  werden  jetzt  fortlaufend  von  1  bis  zu  deren  Gesamtzahl  v  durchnumme- 
riert.  Insbesondere  gilt  fur  die  Randelementzahlen  vn  der  einzelnen  Leiter 

N 

v = ^  Un-  (2-85) 
n- 1 

Als  Konsequenz  daraus  startet  die  Nummerierung  der  Randelemente  beim  willkurlich  ge~ 
wahlten  Leiter  1  mit  der  Nummer  1.  R Fl  ist  das  letzte  Randelement  dieses  Leiters,  wahrend 
RUl+ 1  das  erste  des  Leiters  2  darstellt.  SchlieBlich  erhalt  das  letzte  Randelement  des  letzten 
Leiters  n  die  Nummer  v.  Mit  dieser  Art  der  Nummerierung  ergeben  sich  an  den  bisherigen 
Gleichungen  nur  in  einem  Punkt  Anderungen.  Die  Summen  von  1  bis  vn  miissen  durch 
Summen  von  v\  +  . . .  +  z/n_!  -f  1  bis  v\  +  . . .  +  ersetzt  werden,  wobei  n  die  Nummer  des 
Leiters  ist,  auf  den  sich  die  betreffende  Gleichung  bezieht.  Mit  dieser  Konvention  kann  man 
die  Stetigkeitsbedingungen  (2.42)  sowie  (2.43)  durch 

4n>k  —  4o,k  (2.86) 


und 


<94n,k  “  Mm  '  ^4o,k  (2.87) 

ausdriicken.  Dabei  ist  n  —  n(k)  mit  1  <  n  <  N  die  Nummer  eines  Leiters,  auf  dem 
das  Randelement  k  mit  1  <  k  <  v  liegt.  An  dieser  Stelle  konnen  nun  die  Gleichungen 
(2.80),  (2.81)  und  (2.84)  zu  einem  linearen  Gleichungssystem  zusammengefasst  werden.  Dazu 
werden  die  Groflen  Aok  und  &4ojk  aus  Gleichung  (2.81)  mit  den  Stetigkeitsbedingungen 
durch  An  k  und  cL4n>k  ersetzt  -  oder  umgekehrt. 

Dieses  Gleichungssystem  enthalt  die  v  konstanten  Vektorpotentiale  An  k  sowie  ebenfalls  v 
konstante  Normalenableitungen  5An  k  als  Unbekannte.  Hinzukommen  noch  N  Konstanten 
Kn  der  Leiter.  Insgesamt  ergeben  somit  N  +  2v  Unbekannte,  eine  fur  jeden  Leiter  und 
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zwei  fur  jedes  Randelement.  Genau  diesem  Wert  entspricht  aber  auch  die  Anzahl  der  vor- 
handenen  Gleichungen.  Fur  jeden  Leiter  gibt  es  eine  Gleichung  (2.84)  zur  Definition  der 
Stromeinpragung.  Weiterhin  kann  fur  jedes  Randelement  eine  lineare  Gleichung  (2.79)  auf- 
gestellt  werden,  woraus  die  Beziehung  (2.80)  folgt.  Analog  erhalt  man  fiir  jedes  Randelement 
als  zweite  Gleichung  (2.81). 

Der  im  nachfolgenden  Abschnitt  naher  erlauterte  Aufbau  des  hier  beschriebenen  Gleichungs- 
systems  weist  eine  Blockstruktur  auf,  die  fiir  eine  effiziente  Losung  des  Gleichungssystems 
ausgenutzt  werden  soil. 


2.2.7  Aufbau  und  Struktur  des  linearen  Gleichungssystems 


Aus  der  Diskretisierung  des  Randwertproblems  ist  ein  Gleichungssystem  abgeleitet  worden, 
dass  aus  den  je  v  Gleichungen  (2.80)  und  (2.81)  sowie  N  Beziehungen  (2.84)  besteht.  Es 
weist  somit  die  Dimension  N  +  2u  auf.  In  der  Form 


/  [/9Gl]  [5l]  \ 

[73G°]  ~[IG°]  [0] 

V  [0]  [AL]  [0] 


[A] 

m 

m 


(2.88) 


lassen  sich  diese  Beziehungen  in  Blocke  einteilen.  deren  Funktion  sich  aus  den  oben  genann- 
ten  Gleichungen  ergibt.  Dabei  bilden  die  Ausdriicke  [A],[tL4]  und  [K]  den  Losungsvektor. 
In  diesem  enthalt  [A]  die  Werte,  die  das  Vektorpotential  auf  jedem  Randelement  annimmt: 


— ■  An(k  —  4o,k-  (2.89) 

Aufgrund  der  Stetigkeitsbedingung  (2.86)  muss  man  nicht  zwischen  den  Werten  im  Leiter 
und  in  der  Isolierung  unterscheiden.  Anders  ist  die  Situation  beim  Vektor  [dAJ.  Er  enthalt 
die  Werte  fiir  die  Normalenableitungen  des  Vektorpotentials  auf  den  Randelementen.  Da 
sich  diese  im  Leiter  und  in  der  Isolierung  gernafi  Gleichung  (2.87)  um  den  Faktor  fiin  unter¬ 
scheiden,  muss  man  an  dieser  Stelle  eine  der  beiden  Moglichkeiten  wahlen.  Diese  Entschei- 
dung  hat  Konsequenzen  in  den  Matrixblocken  [IGL]  und  [///].  Hier  wird  -  willklirlich  -  die 
Normalenableitung  in  der  Isolierung  verwendet.  Es  gilt 


[dA]k=ltV  -  dAQM.  (2.90) 

Der  dritte  Teil  der  Losungsvektors  [K]  setzt  sich  aus  den  Konstanten  der  Leiter  mit 

[K\n^N=Kn  (2-91) 

zusammen.  Fur  die  Elemente  des  Blockes  [. IdG [L]  folgt  aus  Gleichung  (2.80) 

IdG{,  -  4,i,  wenn  die  Randelemente  k  und  /  zum 
gleichen  Leiter  gehoren 
0  sonst 


[IdG1 


(2.92) 
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Im  Gegensatz  dazu  muss  bei  dem  Block  [IGL]  die  Stetigkeitsbedingung  (2.87)  beachtet 
werden,  so  dass  hier 

{IG^X '  Mrm  wenn  die  Randelemente  k  und  l  zum 

gleichen  Leiter  n  gehoren  (2.93) 

0  sonst 

gilt.  Die  Blocke  [/<9G°]  und  [IG°]  konnen  jedoch  wieder  als 

(IdG^-Su,  wenn  die  Randelemente  k  und  l  zum 

gleichen  Isolationssgebiet  gehoren  (2.94) 

0  sonst 


und 

[IG\^l=hv 


JGj  i,  wenn  die  Randelemente  k  und  l  zum 
gleichen  Isolationssgebiet  gehoren 
0  sonst 


(2.95) 


direkt  aus  der  Gleichung  (2.81)  abgelesen  werden.  [SL]  folgt  mit 


[Sl 


!k=l,t/;n— 1,N 


f  Sf  —  1,  wenn  das  Randelement  k  zum  Leiter  n  gehort 
\  0,  sonst 


(2.96) 


aus  Gleichung  (2.80).  Quasi  eine  dazu  gespiegelte  Struktur  erhalt  [AL]  durch 


[AL] 


n=l,N;k=sl,v 


Jr*  1 

0, 


wenn  das  Randelement  k  zum  Leiter  n  gehort 
sonst 


.  (2.97) 


Dabei  muss  die  Stetigkeitsbedingung  fur  die  Normalenableitung  (2.87)  beachtet  werden,  die 
ebenfalls  den  Block  [jil] 


[/■j7]n=l,N;m— 1,N  —  f^oJLn  *  (2.98) 

aus  Gleichung  (2.84)  bestimmt.  In  Beziehung  (2.98)  kiirzt  sich  aufgrund  der  Wahl  von  dAQ  k 
als  Losung  die  relative  Permeabilitat  jirn  her  aus. 

An  den  Definitionen  der  Matrixblocke  kann  man  schon  erkennen,  dass  drei  wesentliche  Be- 
legungskriterien  den  Aufbau  des  Gleichungssystems  bestimmen.  Im  Faile  der  Matrixblocke 
[. IdG} J]  und  [JGL]  sind  nur  Elemente  der  Matrix  belegt,  wenn  die  zugehorigen  Randelemente 
zum  gleichen  Leiter  gehoren.  Liegen  zwei  Randelemente  im  gleichen  Isolationsgebiet,  also 
z.B.  im  gleichen  Fenster  eines  Transformat oreisenkerns,  so  sind  die  entsprechenden  Matrix- 
elemente  der  Blocke  [7<9G°]  und  [ IG° ]  belegt.  Das  dritte  und  letzte  Belegungsschema  eines 
Matrixblockes  kommt  bei  den  Blocken  [5L]  und  [AL]  zum  Tragen.  Es  laBt  nur  Elemente  an 
den  Stellen  zu,  an  denen  ein  Randelement  auf  einem  Leiter  liegt.  Bei  Randelementen  anderer 
Leiter  ergeben  sich  hier  Nullen. 

Insbesondere  haben  diese  Besetzungsvorschriften  zur  Folge,  dass  sich  immer  in  jedem  der 
beschriebenen  Blocke  auf  natiirliche  Weise  Unterblocke  bilden,  die  durch  die  Randelemente 
eines  Leiters  definiert  werden.  Alle  Randelemente  eines  Leiters  zeigen  in  diesen  Blocken  das 
gleiche  Verhalten  beziiglich  der  Belegung,  wie  auch  das  Beispiel  im  nachsten  Abschnitt  zeigt. 
Sie  sind  entweder  komplett  belegt  oder  vollstandig  mit  Nullen  ausgefiillt. 
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2.2.8  Beispiel  fur  die  Blockstruktur  des  Gleichungssys terns 

Wie  die  im  vorangegangenen  Abschnitt  beschriebenen  Besetzungsregeln  zeigen,  hat  das 
lineare  Gleichungssystem  (2.88)  eine  klar  definierte  Blockstruktur.  Aile  Matrixelemente, 
die  zu  Randelementen  eines  Randes  gehoren,  bilden  einen  Block,  der  entweder  vollstandig 
belegt  oder  vollstandig  frei  ist.  Ob  ein  Matrixelement  besetzt  ist,  das  beziiglich  Zeilen  und 
Spalten  zu  unterschiedlichen  Randern  gehort,  entscheidet  sich  aufgrund  der  Geometrie.  Die 
Zugehorigkeit  zum  gleichen  Leiter  bei  [IdCt]  und  [IGL]  oder  zum  gleichen  Isolationsgebiet 
bei  [IdG°]  und  [IG°]  sind,  wie  oben  ausgefiihrt,  die  entscheidenden  Kriterien. 

Als  Beispiel  soil  hier  ein  Drehstromtransformator  mit  zwei  Wicklungen  herangezogen  wer- 
den.  In  jeder  Phase  sind  die  Hin-  und  Ruckleiter  jeder  Wicklung  durch  einen  Leiter,  wie 
in  Abb.  2.4  gezeigt,  dargestellt.  Damit  besteht  das  gesamte  Modell  aus  13  Leitern  und  15 
Randern.  Beginnend  mit  dem  Eisenkern  erfolgt  die  Nummerierung  der  Leiter  sowie  Rander 
von  links  nach  rechts.  Es  ergibt  sich  eine  Belegung,  die  dem  Schema 


M  1*!  M  [0]  [o]  [01  [o]  [o]  (oi  [oi  [o]  [o]  [oj  [o]  [o] 

M  W  M  M  [oi  [0]  [o]  [o]  [0]  [o]  [o]  [0]  [0]  [oj  [oj 

M  W  W  [oi  [o]  [o]  [o]  [oi  [0]  [o]  [o]  [o]  [o]  [o]  [oj 

[0]  [0]  [0]  [.]  [0]  [0]  [0]  [0]  [01  [0]  [0]  [0]  [0]  [01  [0] 

[01  [01  [0]  [0]  [.]  [0]  [01  [0]  [0]  [01  [0)  (0)  [0]  [0)  [0] 

[01  [0]  [01  [01  [0]  [.)  [0]  [0]  [0]  [01  [0]  [01  [0]  [0]  [01 

[01  [0]  [0]  [01  [01  [0]  M  [0]  [0]  [0]  [01  [01  [0]  [0]  [0] 

[0]  [01  [01  [0]  [0]  [0]  [0]  [.]  [0]  [0]  [0]  [01  [0]  [0]  [0] 

(01  [0]  [0]  [0]  [0]  [0]  [0]  [01  [.]  [01  [0]  [0J  [0)  [0]  [0] 

[0]  [01  [0]  [0]  [0]  [01  [0]  [0]  [0]  [.]  [0J  [0]  [01  [0]  [0] 

[01  [01  [0]  [0]  [0]  [0]  [0]  [0]  [0]  [0]  M  [0)  [01  [0]  (0) 

[01  [01  [01  [0]  [0]  [0]  [01  [0]  [0]  [0]  [0]  M  [01  [01  [01 

[01  [01  [01  [01  [0]  [01  [0]  [0]  [0]  [0]  [01  [0]  M  [01  [0] 

[01  [01  [0]  [0]  [0]  [01  [0]  [0]  [0]  [01  [01  [0]  [0)  [.]  [01 

[01  [01  [0]  [0]  [0]  [01  [0)  [01  [01  [01  [0]  [01  [0]  [0]  [.) 

(2.99) 


entspricht;  der  Matrixblock  [IGL]  weist  die  gleiche  Belegungsstruktur  auf.  Mit  [*]  ist  in 
dieser  Darstellung  ein  belegter  Block  mit  den  Dimensionen  der  entsprechenden  Randele- 
mentzahlen  gekennzeichnet.  Demgegeniiber  stellt  [0]  einen  Block  aus  Nullen  dar.  Auf  der 


Bild  2.4:  Einfaches  Model]  eines  Drehstromtransformators  zur  Veranschaulichung  der  Struktur  des  Glei- 
chungssystems.  Die  arabischen  Zahlen  geben  die  Nummer  des  Randes,  die  romischen  die  des  Leiters  an. 
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2  Losung  eines  Randwertproblems  mit  der  Randelementmethode 


Diagonalen  bestimmen  sich  die  Zeilen  und  Spalten  der  Blocke  aus  der  Anzahl  der  Randele- 
mente  des  gleichen  Randes.  Daher  ergeben  sich  dort  immer  quadratische  Matrixblocke.  Fur 
Matrixblocke,  deren  Struktur  von  der  Lage  der  Rander  in  verschiedenen  Isolationsgebieten 
abhangt,  gilt 


M  [o]  (o]  W  W  [o]  [o]  [o]  [o]  [o]  [o]  [ol  [o]  [.]  [.]  \ 

[01  W  [0]  [0]  [01  M  W  w  W  [01  [01  [0]  [0]  [o]  [o] 

[0]  [0]  [.]  [o]  [o]  [o]  [o]  [o]  [0]  [.)  [.]  [.]  w  [o]  [o] 

W  [0]  [o]  (.]  [.]  [ol  [0]  [o]  [o]  [o]  [o]  [0]  [0]  [»]  w 

1*1  [0]  [01  w  [*1  [01  [0]  [o]  [0]  [0]  [01  [0]  [0]  [*]  [.] 

[0]  w  [0]  [oj  [ol  [»]  w  (*]  [.]  [o]  [o]  [0]  [o]  [o]  [o] 

[o]  [.]  [o]  [o]  [o]  [.]  w  (*i  w  [o]  [o]  [oj  [o]  [o]  [o] 

to]  M  [ol  [o]  [o]  w  w  [.]  M  [o]  [0]  [o]  [o]  [o]  [o]  ■ 

PI  M  [0]  [o]  [0]  [.]  w  [.]  w  [oi  [o]  [o]  [o]  [oj  [o] 

[ol  [0]  [*!  [0]  [o]  [o]  [o]  [o]  [0].M  [*)  w  [»]  [o]  [o]  . 

[o]  [oj  [.]  [oi  [o]  [oj  [o]  [o]  [0]  M  [.]  w  w  [o]  [o] 

[ol  [oi  M  [oi  [o]  [o]  [oj  [oi  [o]  [»]  [.]  [.]  [.]  [o]  [0] 

[oi  [oj  M  [o]  [o]  [o]  [o]  [o]  [o]  [»]  [.]  w  [.]  [oj  [o] 

W  to]  [oi  W  W  [oi  [o]  [o]  [o]  [o]  [o)  [o]  [o]  [»]  [.] 

M  [o]  [0]  [*]  [*]  [o]  [o]  [0]  [0]  [0]  [o]  [o]  [o]  [.]  [.]  J 

(2.100) 


bzw.  analoges  fiir  die  Matrix  [JG°],  Demgegeniiber  besitzt  der  Block  [AL]  die  Gestalt 


(  W  M  [ol  [oi  [0]  [o]  [0]  [o]  [0]  [0]  [0]  [oj  [0]  [0]  \ 

[01  (01  [0)  M  [0]  [0]  [0]  [01  [01  [0]  [0]  [0]  [01  [0]  [0] 

[0]  [0]  [0]  [0]  M  [0]  [0]  [0]  [0]  [01  [0]  [0)  [01  [0]  [0] 

[01  [01  [0]  [0!  [0]  M  [0]  [0]  [0]  [01  [0]  (o)  [o]  [o]  [o] 

[0]  [0]  [0]  [01  [01  [0]  M  [0]  [0]  [0]  [01  [01  [0]  [0]  [0] 

[0)  [0]  [0]  [01  [01  [01  [0!  [*]  [0]  [0]  [01  [01  [0]  [0]  [0] 

[AL]  =  [01  [01  [0]  [0]  [01  [0]  [01  [0]  M  [0]  [0]  [o]  [o]  [o]  [o]  , 

[0]  [0)  [0]  [0]  [0]  [0]  [01  [0]  (01  [.]  [0]  [0]  [01  [0]  [0] 

[0]  [01  [0]  [0]  [0]  [0]  [0]  [0]  [01  (01  M  [01  [0]  [0]  [0] 

[0]  [0]  [01  [0]  [01  [0]  [01  [0]  [01  [0]  [01  M  [0]  [0]  [0] 

[01  [0]  [0]  [0]  [0]  [0]  [0]  [0]  [0]  [0]  [0]  [01  M  [0]  [0] 

[0]  [0]  [0]  [01  [0]  [01  [01  [0]  [0]  [0]  [0]  [0]  [0]  M  [0] 

V  [0]  [01  [0]  [Oj  [01  [0]  [OJ  [0]  [01  [0]  [0]  [0]  [01  (01  M  / 

(2.101) 


wahrend  [SL]  ein  dazu  transponiertes  Belegungsschema  aufweist.  Die  Belegung  der  Matrix¬ 
blocke  ist  ausfiihrlich  dargestellt  worden,  denn  sie  eroffnet  den  Zugang  zu  der  Losungsme- 
thode  des  Gleichungssystems.  Aufgrund  dessen  Grofie  wird  dafiir  ein  spezieller  Algorithmus 
benotigt. 


2.3  Spezieller  Losungsalgorithmus  fiir  das  lineare  Gleichungssys- 
tem  des  Randwertproblems 

Prinzipiell  kann  das  zur  Losung  des  diskretisierten  Randwertproblems  aufgestellte  linea¬ 
re  Gleichungssystem  mit  den  bekannten  Methoden  bearbeitet  werden.  Fiir  die  hier  durch- 
gefiihrten  Feldberechnungen  an  Leistungstransformatoren  stdfit  man  mit  den  herkommlichen 
Verfahren  jedoch  sehr  schnell  an  die  Grenzen  der  verfiigbaren  Reehenleistung. 
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2.3  Spezieller  Losungsalgorithmus  fur  das  lineare  Gleichungssystem  des  Randwertproblems 


Wenn  man  bei  einem  110-kV-/10-kV-Transformator  von  oberspannungsseitig  etwa  1000 
Windungen  ausgeht,  sind  bei  der  Schaltgruppe  Yd  knapp  160  Windungen  in  der  Unter- 
spannungswicklung  zu  beriicksichtigen.  Allerdings  bestehen  die  Leiter  der  Unterspannungs- 
wicklung  in  der  Praxis  zum  Tell  aus  Drill-Leitern  mit  bis  zu  20  Teilleitern.  Damit  hatte 
man  insgesamt  ungefahr  4200  Leiter  nachzubilden.  Jede  Windung  ergibt  wiederum  zwei 
Querschnittsfiachen  in  der  xy- Ebene,  einen  Hin-  und  einen  Riickleiter.  Biidet  man  die  8400 
Rander  nur  durch  ein  Minimum  von  vier  Randelementen  pro  Rand,  also  eines  pro  Seite. 
nach,  so  mussen  bereits  33600  Randelemente  beriicksichtigt  werden.  Entsprechend  den  obi- 
gen  Erlauterungen  wird  die  Dimension  des  zu  losenden  Gleichungssystems  vom  doppelten 
der  Randelementezahl  zuzuglich  der  Anzahl  der  Leiter  bestimmt.  In  diesem  Fall  ergibt  sich 
eine  Dimension  von  75600.  Biidet  man  nun  zugleich  alle  drei  Phasen  eines  Drehstromtrans- 
formators  nach,  dann  waren  weit  iiber  200000  Gleichungen  zu  losen. 

Gleichungssysteme  dieser  Grofienordnung  benotigen  bei  Verwendung  von  doppelt  genauen 
komplexen  Zahlen  einige  hundert  Gigabytes  Speicher,  die  auch  heute  normalerweise  nlcht 
verfugbar  sind.  Zunachst  soil  deshalb  die  ProblemgroBe  durch  Ausnutzen  von  vorhande- 
nen  Symmetrien  halbiert  werden.  Diese  Maflnahme  reduziert  den  Speicherbedarf  um  den 
Faktor  vier,  da  der  benotigte  Speicher  vom  Quadrat  der  Dimension  des  Gleichungssystems 
abhangt.  Anschliefiend  wird  ein  speziell  auf  das  vorliegende  Problem  zugeschnittener  Gaufi- 
Algorithmus  beschrieben,  der  mit  Blockmatrizen  und  dynamischer  Speicherverwaltung  ar- 
beitet.  Dieser  ermoglicht  die  Losung  extrem  grofier  Gleichungssysteme  bei  beschranktem 
Speicherplatz.  Zum  Abschluss  dieses  Kapitels  werden  die  Berechnungsmoglichkeiten  be¬ 
schrieben,  die  aus  der  Losung  des  linearen  Gleichungssystems  resultieren. 


2.3.1  Ausnutzung  der  Symmetrie  des  Modells 

Aufgrund  ihrer  Geometrie  weisen  die  bisher  dargestellten  Transformatormodelle  in  den  Ab- 
bildungen  2.2  und  2.4  gleich  mehrere  Punkt-  und  Achsensymmetrien  auf.  Allerdings  konnen 
die  wenigsten  dieser  Symmetrien  ausgenutzt  werden,  denn  nicht  allein  die  Geometrie  muss 
symmetrisch  sein,  sondern  auch  die  Stromeinpragung.  Die  Abbildung  2.5a  stellt  diesen  Sach- 
verhalt  schematisch  dar.  An  dieser  Stelle  sei  darauf  hingewiesen,  dass  reale  Transformatoren 
tatsachlich  etwa  eine  halbe  Windungshohe  Versatz  zwischen  den  Hin-  und  Riickleitern  auf- 
weisen.  Dass  dieser  Fehler  vernachlassigt  werden  darf,  wird  bei  der  konkreten  Berechnung 
der  Streuinduktivitaten  am  Beispiel  eines  110-kV-/10-kV-Transformators  im  Abschnitt  3.3.7 
durch  eine  Parametervariation  (Sensitivitatsanalyse)  nachgewiesen. 

Entscheidendes  Kriterium  fur  ein  symmetrisches  Modell  sind  symmetrische  Magnetfelder. 
Diese  werden  erzeugt,  wenn  sowohl  Geometrie  als  auch  die  physikalischen  Daten  der  Leiter 
sowie  die  Stromeinpragung  symmetrisch  sind.  Dabei  gibt  es  zwei  Auspragungen  der  Sym¬ 
metrie: 

Die  erste  ist  die  in  Bild  2.5a  dargestellte  Achsensymmetrie,  die  fiir  die  hier  modellierten 
Transformatoren  relevant  ist.  Auf  der  einen  Seite  fliefit  der  Strom  in  die  Leiter  hinein, 
wahrend  er  auf  der  anderen  Seite  der  Symmetrieachse  in  den  korrespondierenden  Leitern 
wieder  herausfliefit.  In  diesem  Fall  ist  der  Umlaufsinn  der  Feldlinien  auf  beiden  Seiten  ge- 
nau  entgegengesetzt,  namlich  an  der  Symmetrieachse  um  180°  gedreht.  Das  berechnete  Vek- 
torpotential,  dessen  Normalenableitung,  sowie  auch  die  Konstanten  der  Leiter  An  werden 
ebenfalls  in  gleicher  Weise  gedreht.  Da  diese  Groi3en  sich  auf  die  2-Achse  beziehen,  weisen 
sie  durch  die  Drehung  auf  beiden  Seiten  der  Symmetrieachse  entgegengesetzte  Vorzeichen 
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2  Losung  eines  Randwertproblems  mit  der  Randelementmethode 


Bild  2.5:  Yerschiedene  Mbglichkeiten  der  Symmetrie.  a)  Normale  Achsensymmetrie  beim  Transformator 
mit  urn  180°  gedrehten  Feldern.  b)  Achsensymmetrie  beim  Wandler  mit  gleichsinnigen  Feldern.  c)  Keine 
Symmetrie  bei  mehrphasigen  Modellen. 

auf.  Ihr  Betrag  ist  jedoch  gleich,  so  dass  die  entsprechenden  Gleichungen  zusammengefasst 
werden  konnen  und  sich  deren  Anzahl  halbiert.  Leiter,  die  auf  beiden  Seiten  der  Symmetrie- 
achse  liegen,  durfen  keinen  Strom  fiihren.  Bei  Transformatoren  erfullt  der  Eisenkern  diese 
Bedingung.  Eine  Gleichung  fur  die  Konstante  K_n  eines  jeden  solchen  Leiters  bleibt  erhalten. 
Nicht  verwendet  wird  in  dieser  Arbeit  die  zweite  Form  der  Symmetrie  aus  Abbildung  2.5b. 
Sie  kann  teilweise  bei  der  Berechnung  von  Wandlern  eingesetzt  werden.  Dort  ist  die  Strom- 
einpragung  auf  beiden  Seiten  der  Symmetrieachse  gleichgerichtet.  Damit  ergeben  sich  gleich- 
sinnige  Felder;  die  korrespondierenden  Vektorpotentiale  und  Leiterkonstanten  sind  identisch. 
Auch  die  Normalenableitung  ist  bis  auf  die  Tatsache  identisch,  dass  sie  in  die  gespiegelte 
Richtung  zeigt.  Dadurch  werden  wiederum  zwei  Gleichungen  fur  eine  symmetrische  GroSe 
zu  einer  einzigen  reduziert. 

Der  in  Abbildung  2.5c  skizzierte  Drehstromtransformator  zeigt  keine  Symmetrie  auf,  weil 
die  geometrisch  korrespondierenden  Leiter  nicht  die  Hin-  und  Riickleiter  einer  Windung 
darstellen.  Zwar  konnen  fur  Spezialfalle  -  wie  bestimmte  Arten  der  Stromeinpragung  - 
Symmetrien  genutzt  werden,  fur  die  in  dieser  Arbeit  durchgefiihrten  Rechnungen  sind  jedoch 
immer  asymmetrische  Stromeinpragungen  notwendig  (siehe  Kapitel  3.2). 


2.3  Spezieller  Losungsalgorithmus  fur  das  lineare  Gleichimgssystem  des  Randwertproblems 


2.3.2  Strukturierung  der  Gleichungssysteme  durch  Blockmatrizen 

Auch  unter  Ausnutzung  vorhandener  Symmetrien  bleiben  noch  immer  zu  groBe  lineare  Glei¬ 
chungssysteme  zu  losen,  als  dass  man  sie  mit  einem  konventionellen  GauB-Algorithmus  be- 
arbeiten  konnte.  In  diesem  Fall  miisste  namlich  das  gesamte  Gleichungssystem  vollstandig 
im  Speicher  vorhanden  sein.  Angesichts  dessen  Dimension  verbietet  sich  diese  MaBnahme. 
Weiterhin  ist  hier  ein  Gleichungssystem  zu  losen,  das  weder  mit  Bandmatrizen  noch  mit 
Sparse-Matrix-Algorithmen  effektiv  beschrieben  werden  kann.  Gerade  bei  Ausnutzung  von 
Symmetrien  liegt  der  Besetzungsgrad  deutlich  iiber  40  %;  ohne  Symmetrien  ist  er  geringfiigig 
niedriger.  Daher  ist  ein  anderer  Weg  zur  Losung  einzuschlagen. 

Ausgenutzt  wird  die  Eigenschaft,  dass  beim  zu  berechnenden  Modell  die  Struktur  der 
Matrixblocke  gemaB  der  Gleichungen  (2.99),  (2.100)  und  (2.101)  nur  von  der  Geometrie 
abhangt.  Dieses  ermoglicht  einen  Algorithmus,  der  -  basierend  auf  dem  Gaufischen  Verfah- 
ren  -  analytische  Rechenvorteile  und  dynamische  Speicherverwaltung  kombiniert.  So  spart 
er  in  erheblichem  Umfang  Speicher  und  Rechenzeit  ein. 

Bei  dem  Verfahren  wird  von  der  in  [9]  vorgeschlagenen  Einteilung  groBer  Gleichungssysteme 
in  Blocke  ausgegangen.  Von  denen  kann  jeder  einzelne  im  Speicher  des  Rechners  dargestellt 
werden,  wahrend  das  Gesamtsystem  entschieden  zu  grofi  dafiir  ware.  Bei  dem  hier  vorlie- 
genden  Problem  bietet  es  sich  zunachst  an,  die  sich  aus  der  Verteilung  der  Randelemente 
auf  die  Rander  ergebende  Blockstruktur  zu  verwenden.  Diese  naheliegende  Wahl  erzeugt 
jedoch  sehr  viele  extrem  kleine  Blocke.  Modelliert  man  z.B.  einige  tausend  Leiter  mit  je  vier 
Randelementen,  so  erhalt  man  ein  Gesamtsystem,  das  sich  aus  Millionen  von  4  x  4-Matrizen 
zusammensetzt.  Matrizen  dieser  Grofienordnung  passen  zwar  problemlos  in  den  Speicher, 
erreichen  bei  der  Bearbeitung  jedoch  nur  Bruchteile  der  Peakperformance  des  Rechners. 
Dieses  Verhalten  wird  durch  Benchmarktests  belegt,  die  anhand  von  Matrixoperationen 
wie  Inversion  oder  Multiplikation  die  Leistungsfahigkeit  der  Rechner  messen.  Sie  erreichen 
typischerweise  bei  Dimensionen  ab  1000  ein  Mehrfaches  der  Leistung  im  Vergleich  zu  Di- 
mensionen  um  100,  vgl.  [11].  Besonders  auf  Parallelrechnern  nimmt  die  Leistungsfahigkeit 
mit  der  ProblemgroBe  zu,  wie  in  [12]  gezeigt  wird. 

Infolgedessen  teilt  ein  verbesserter  Ansatz  das  Gleichungssystem  in  nur  so  viele  Blocke 
ein,  dass  moglichst  mehrere  davon  gleichzeitig  in  den  Speicher  des  Rechners  passen,  jeder 
einzelne  aber  nicht  zu  klein  wird.  Bei  den  in  dieser  Arbeit  gelosten  Gleichungssystemen 
mit  typischerweise  50000  bis  130000  Gleichungen  hat  sich  eine  Einteilung  in  20  mal  20 
Blocke  bewahrt.  Eine  solche  Blockbildung  kann  anhand  der  Matrizen  (2.99)  und  (2.100) 
illustiert  werden.  Es  sollen  die  Matrixblocke  [IdGL]  und  [IdG°]  beispielsweise  in  funf  mal 
funf  Unterblocke  zerlegt  werden.  Eine  Einteilung  gemaB 
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entspricht  der  gewiinschten  Struktur,  wenn  man  die  durchgezogenen  Linien  ais  Blockgrenzen 
auffasst.  Analog  dazu  gliedert  man  [IdG°]  folgendermaften  auf: 
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Bereits  die  beiden  Beispiele  zeigen,  dass  es  bei  dieser  Blockstruktur  zu  verschiedenen  Typen 
von  Blocken  kommen  kann.  Neben  den  beiden  Typen  vollstandig  besetzt  und  vollstandig 
unbesetzt  gibt  es  auch  teilweise  besetzte  Blocke.  Deren  Anted  ist  bei  Modellen  mit  vielen 
Tausend  benachbarten  Leitern  allerdings  gering.  Deshalb  werden  auch  diese  nicht  optimal 
ausgefiillten  Bl5cke  verwendet,  wed  der  dadurch  entstehende  Mehraufwand  begrenzt  ist.  Ein 
wichtiger  Vorteil  neben  der  Geschwindigkeitssteigerung  bei  richtig  dimensionierten  Blocken 
besteht  darin,  dass  man  anhand  der  geometrischen  Lage  der  Rander  feststellen  kann,  ob  ein 
Block  iiberhaupt  von  Null  verschieden  ist.  Im  weiteren  Verlauf  der  Arbeit  ermoglicht  die 
Kenntnis  der  Nullblocke  das  Ausnutzen  von  Rechenvorteilen. 

In  [9]  wird  das  Losen  eines  in  Blocke  eingeteilten  linearen  Gleichungssystems  mit  dem  Gaufi- 
Algorithmus  beschrieben,  bei  dem  anstelle  der  Zahlen  nun  Blockmatrizen  treten.  Die  Grund- 
rechenarten  werden  dabei  durch  algebraische  Matrixoperationen  ersetzt:  Bei  der  Multipli- 
kation  von  Matrizen  muss  man  in  diesem  Zusammenhang  auf  die  Reihenfolge  achten,  da  die 
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Matrizenmultiplikation  im  Gegensatz  zur  Multiplikation  komplexer  Zahlen  nicht  kommuta- 
tiv  ist.  Insbesondere  miissen  natiirlich  auch  die  Matrixdimensionen  zusammenpassen.  Wei- 
terhin  wird  die  iibliche  Division  durch  die  Multiplikation  mit  der  inversen  Matrix  dargestellt. 
Natiirlich  konnen  nur  quadratische  Matrizen  invertiert  werden.  Beim  GauB-Algorithmus 
muss  deshalb  bei  der  Einteilung  der  Zeilen  und  Spalten  in  Blocke  darauf  geachtet  werden, 
dass  die  Matrizen  auf  der  Diagonalen  quadratisch  werden.  Dieses  entspricht  der  Forderung, 
dass  beim  GauB-Algorithmus  mit  Zahlen  die  Diagonalelemente  nicht  Null  sein  diirfen,  denn 
durch  sie  muss  geteilt  werden.  Eine  Einschrankung  stellt  diese  Bedingung  nicht  dar,  weil  man 
sie  stets  durch  eine  identische  Einteilung  der  Blocke  beziiglich  Zeilen  und  Spalten  erfiillen 
kann. 

Voraussetzung  fiir  die  Funktionsweise  eines  GauB-Algorithmus  mit  Blockmatrizen  ist  damit, 
dass  alle  Blocke  auf  der  Diagonalen  invertierbar  sind,  wenn  das  Verfahren  bei  der  Bearbei- 
tung  in  der  entsprechenden  Zeile  angekommen  ist.  Dieses  ist  nicht  grundsatzlich  der  Fall 
und  hangt  stark  von  der  Reihenfolge  der  Matrixblocke  in  Gleichung  (2.88)  ab.  Es  hat  sich 
gezeigt,  dass  die  zu  losenden  linearen  Gleichungssysteme  bei  der  gewahlten  Reihenfolge  der 
Matrixblocke  sehr  gut  konditioniert  sind,  so  dass  auch  bei  groGten  Dimensionen  die  entspre¬ 
chenden  Matrizen  invertierbar  bleiben. 

An  dieser  Stelle  soil  der  GauB-Algorithmus  nicht  im  Detail  besprochen  werden.  Im  Anhang  A 
ab  Seite  139  ist  ein  Beispiel  ausfiihrlich  mit  alien  benotigten  Matrixoperationen  dargestellt. 
Besonderes  Augenmerk  wird  dort  auf  das  Speicherverhalten  gelegt.  Den  wesentlichen  Schritt 
bei  der  Einsparung  von  Speicher  stellt  die  dynamische  Verwaltung  der  Blockmatrizen  dar. 
Ein  solcher  Matrixblock  belegt  erst  dann  Speicher,  wenn  er  erzeugt  wird.  Nach  der  ietzten 
Verwendung  eines  Matrixblockes  muss  dieser  sofort  geloscht  und  der  entsprechende  Spei¬ 
cher  wieder  freigegeben  werden.  Dieses  Verfahren  eignet  sich  ebenfalls  dazu,  zwischenzeitlich 
nicht  benotigte  Matrixblocke  auf  die  Festplatte  oder  andere  Speichermedien  -  wie  z.B.  spe- 
zielle  Erweiterungsspeicher  -  auszulagern.  Diese  Moglichkeit  ist  z.B.  auf  einer  NEC  SX-4  am 
Hochstleistungsrechenzentrum  Stuttgart  genutzt  worden.  Damit  wird  die  GroBe  der  Glei¬ 
chungssysteme  nur  durch  den  verfiigbaren  Auslagerungsspeicher  beschrankt,  der  meist  in 
viel  grofierem  MaGstab  zur  Verfugung  steht  als  konventioneller  Speicher.  Es  sind  sogar  Ver- 
suche  unternommen  worden,  die  ausgelagerten  Matrizen  zu  komprimieren.  Obwohl  teilweise 
Kompressionsraten  von  bis  zu  90  %  erreicht  werden  konnten,  hat  sich  dieses  Verfahren  wegen 
seiner  Unberechenbarkeit  beziiglich  des  tatsachlich  benotigten  Platzes  sowie  der  wesentlich 
gestiegenen  Rechenzeit  nicht  bewahrt. 

Eine  weitere  Moglichkeit,  den  Speicherbedarf  bei  der  Losung  des  linearen  Gleichungssystems 
merklich  zu  senken,  stellt  eine  nur  teilweise  Losung  des  Problems  dar.  Bekanntlich  hat  der 
GauB-Algorithmus  die  Eigenschaft,  den  Losungsvektor  von  unten  nach  oben  zu  erzeugen. 
Wenn  man  tatsachlich  nicht  alle  Elemente  des  Losungsvektors  benotigt,  kann  man  die  wirk- 
lich  zu  berechnenden  GroBen  ans  Ende  stellen  und  die  Losung  abbrechen,  sobald  dieser  Teil 
bestimmt  ist.  Auf  diese  Weise  spart  man  nicht  nur  die  Rechenzeit  fur  den  unerheblichen 
Teil  der  Losung,  sondern  man  kann  auch  bei  der  Erzeugung  der  oberen  Dreiecksmatrix  jede 
abgearbeitete  Zeile  vollstandig  loschen,  solange  die  benotigten  Elemente  des  Losungsvektors 
eine  groBere  Zeilennummer  aufweisen.  Dieses  Vorgehen  bewahrt  sich  immer  dann,  wenn  die 
Vektorpotentiale  und  deren  Normalenableitungen  nicht  explizit  benotigt  werden,  sondern 
nur  die  Konstanten  [if],  z.B.  wenn  allein  die  Streuinduktivitaten  interessieren. 

Weiterhin  wird  ausgenutzt,  dass  beim  Gaufi- Verfahren  auf  der  Diagonalen  Einheitsmatri- 
zen  entstehen  und  zunachst  unterhalb  der  Diagonalen  und  spater  auch  oberhalb  Nullblocke 
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erzeugt  werden.  Naturlich  miissen  diese  Matrixblocke  nicht  mehr  berechnet  werden.  Genau- 
sowenig  muss  man  sie  im  Speicher  behalten,  wenn  man  weiB,  bei  welchen  der  Matrixblocke  es 
sich  um  Nullblocke  oder  Einheitsmatrizen  handelt.  Ahnliche  Rechenvorteile  erreicht  man,  in- 
dem  Multiplikationen  mit  Nullmatrizen  oder  Additionen  zu  Nullmatrizen  nicht  mehr  explizit 
ausgefiihrt  werden.  Hierbei  ist  es  von  groBem  Nutzen,  allein  aus  der  Geometrie  entscheiden 
zu  konnen,  ob  Blocke  belegt  sind  oder  nicht. 

Im  Beispiel  im  Anhang  A  wird  detailliert  beschrieben,  wie  diese  Rechenvorteile  ausgenutzt 
werden.  Ebenfalls  werden  die  Auswirkungen  auf  den  Speicherbedarf  und  die  Rechenzeit 
betrachtet,  wenn  man  das  Gleichungssystem  nur  teilweise  lost.  Das  Beispiel  zeigt  die  deut- 
lichen  Vorteile,  die  der  auf  das  vorliegende  Problem  spezialisierte  Algorithmus  bringt.  Mit 
diesem  Verfahren  bestimmte  Losungen  miissen  noch  den  Auswertungsrechnungen  im  folgen- 
den  Abschnitt  unterzogen  werden,  um  z.B.  die  Streuinduktivitaten  eines  Transformators  zu 
bestimmen. 

2.3.3  Auswertung  des  Losungsvektors 

Neben  den  konstanten  Vektorpotentialen  auf  den  einzelnen  Randelementen  und  deren  Nor- 
malenableitungen  enthalt  der  Losungsvektor  auch  noch  die  Konstanten  der  Leiter.  Auf  die 
physikalische  Bedeutung  dieser  GroBen  ist  bisher  noch  nicht  eingegangen  worden.  Dies  er~ 
folgt  nun. 

Aus  der  Definition  der  Konstanten  K_n  (2*16)  geht  hervor,  dass  sie  sich  proportional  zum 
konstanten  Gradienten  des  skalaren  Potentials  in  z-Richtung  verhalten.  Dann  ist  fiir  das 
Potential  auch  die  erweiterte  Darstellung 

i(z)=iuKn>z  +  Yn  (2.104) 

moglich.  Sie  enthalt  eine  zusatzliche  Konstante  Yn.  Bei  dieser  GroBe  handelt  es  sich  um  eine 
Integrationskonstante,  die  im  Folgenden  wieder  aus  der  Rechnung  herausfallt.  Die  Gleichung 
(2.104)  gestattet  jedoch  nun  eine  Interpretation  der  Konstanten  Kn.  Sie  stellt  ein  MaB  fur 
den  Spannungsabfall  pro  Langeneinheit  entlang  des  Leiters  n  dar.  Fiir  die  Spannung  in 
jz-Richtung  des  Leiters  n  ergibt  sich 

U{zuz2)  =^(zi)  -  (z2)  =  j uKn  ■  (zi  -  z2) .  (2.105) 

Verwendet  man  den  auf  die  Lange  bezogenen  ohmschen  Widerstandes  Rrn  fiir  jeden  Leiter 
n  und  die  ebenso  bezogene  Induktivitat  L'n ,  so  erhalt  man  den  Ausdruck 

=  (tf+jwLO-l  A;  (2.106) 

l\z 

die  Konstante  K_n  kann  somit  durch 

^n=  +  -1  A  (2.107) 

dargestellt  werden.  Da  R’n  und  Lfn  rein  reelle  GroBen  sind,  gilt  insbesondere 

~  Re  (Kn)  ’  1  A  .  (2.108) 
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sowie 


R'n=&‘  Im  (Kn)  •  1  A.  (2.109) 

Anders  als  die  Konstanten  der  Leiter  konnen  die  Vektorpotentiale  auf  den  Randelementen 
direkt  physikalisch  interpretiert  werden.  Sind  diese  Vektorpotentiale  sowie  deren  Norma- 
lenableitungen  und  die  Leiterkonstanten  bekannt,  ergibt  sich  aus  den  Beziehungen  (2.68) 
bzw.  (2.69)  das  Vektorpotential  an  einer  beliebigen  Stelle  (x,  y)  in  der  xy-Ebene.  Liegt  der 
Punkt  (x,y)  innerhalb  einer  Leiterquerschnittsflache,  so  ist  Gleichung  (2.68)  zu  verwenden. 
Dagegen  gilt  fur  einen  Punkt  (x,  y)  im  Gebiet  der  Isolation  die  Gleichung  (2.69). 

Weitere  Feldgrofien  lassen  sich  aus  dem  Vektorpotential  an  der  Stelle  (x,  y)  bestimmen. 
Bildet  man  die  Rotation  des  Vektorpotentials,  ergibt  sich  nach  Gleichung  (2.8)  die  magne- 
tische  Induktion  B.  Fur  deren  Berechnung  ist  hierzu  jedoch  die  Ableitung  durch  Differenz- 
bildung  erforderlich,  die  bekanntlich  nummerische  Probleme  bereiten  kann.  Einfacher  ist 
die  Bestimmung  der  lokalen  Stromdichte  iiber  die  Gleichungen  (2.12)  und  (2.16),  wenn  das 
Vektorpotential  an  der  betreffenden  Stelle  ermittelt  ist. 

Besonders  ist  die  Moglichkeit  herauszustellen,  Feldgroflen  an  beliebigen  Stellen  zu  berechnen. 
Man  ist  nicht  auf  ein  Raster  festgelegt,  sondern  kann  fur  dicht  beieinander  liegende  Punk* 
te  unterschiedliche  Vektorpotentiale  und  damit  Magnet felder  oder  Stromdichten  erhalten. 
Natiirlich  ist  die  Genauigkeit  der  Rechnung  von  der  Feinheit  der  Randelemente  abhangig, 
aber  selbst  fiir  grobste  Diskretisierungen  ergeben  sich  immer  kontinuierliche  Verlaufe  der 
Feldgrofien. 

Im  Mittelpunkt  dieser  Arbeit  stehen  jedoch  weniger  die  konkreten  Feldverlaufe  oder  Strom- 
verteilungen  innerhalb  eines  Leistungstransformators.  sondern  vielmehr  die  im  nachsten 
Kapitel  beschriebene  Berechnung  der  Streuinduktivitaten  aus  den  korrespondierenden  Kon¬ 
stanten  [K], 
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3  Berechnung  der  Streu-  und  Nullinduktivitaten  sowie 
der  Kurzschlussverluste 

Unter  dem  Streufluss  eines  Transform  at  or  s  versteht  man  in  einer  anschaulichen  Brlaute- 
rung  denjenigen  Anteil  des  magnetischen  Flusses,  der  nicht  vollstandig  die  Primar-  und 
Sekundarwicklung  umschlieBt.  Dabei  ist  seine  Grofte  direkt  vom  felderzeugenden  Strom 
abhangig.  Als  ein  exaktes  MaB  fiir  den  Zusammenhang  zwischen  Strom  und  Streufluss  dient 
der  Begriff  der  Streuinduktivitat.  Diese  stellt  im  Falle  eines  sekundarseitigen  Kurzschlusses 
zugleich  die  wesentliche  Reaktanz  eines  Transformators  dar.  Deshalb  wird  sie  auch  als  Kurz- 
schlussreaktanz  bezeichnet.  Fur  die  Auslegung  von  Netzen  sind  die  Kurzschlussreaktanzen 
der  Transformatoren  von  entscheidender  Bedeutung. 

In  diesem  Abschnitt  sollen  zunachst  mit  der  Randelementmethode  die  induktiven  Kopplun- 
gen  zwischen  den  Wicklungen  realer  Leistungstransformatoren  bestimmt  werden.  Daraus 
lassen  sich  dann  deren  Kurzschlussreaktanzen  berechnen.  Dabei  zeigt  sich,  dass  die  numme- 
risch  ermittelten  Werte  zum  Teil  sehr  gut  mit  Messwerten  des  Herstellers  iibereinstimmen. 
Dieses  Ergebnisse  bestatigen,  dass  die  beschriebene  Modellierung  und  Diskretisierung  er- 
laubte  Naherungen  darstellen. 

3.1  Einphasige  Zweiwicklungstransformatoren 

Am  Beispiel  eines  einphasigen  Zweiwicklungstransformators  wird  erlautert,  wie  die  indukti¬ 
ven  Kopplungen  mit  der  Randelementmethode  bei  einem  ebenen  Transformatorenmodell 
bestimmt  werden  konnen.  Dazu  wird  ausfiihrlich  die  nummerische  Berechnung  mit  der 
Randelementmethode  erlautert.  Prinzipiell  ist  das  Verfahren  bei  anderen  Transformator- 
typen  identisch,  so  dass  dort  nur  auf  die  Besonderheiten  und  Abweichungen  eingegangen 
wird.  Zunachst  wird  das  bekannte  einphasige  Ersatzschaltbild  erlautert. 

3.1.1  Ersatzschaltbild  einphasiger  Zweiwicklungstransformatoren 

Oberspannungsseitig  weise  ein  einphasiger  Zweiwicklungstransformator  die  Windungszahl 
Wi  und  unterspannungsseitig  die  Windungszahl  w2  auf.  Wie  in  [13]  abgeleitet  ist,  beschreiben 
die  Systemgleichungen 


Hi  =  juLih  ~  jwMJ2,  U.2  —  -  j wM/j  (3.1) 

den  Zusammenhang  zwischen  den  ober-  und  unterspannungsseitigen  Stromen  und  Span- 
nungen.  Darin  stellen  die  Induktivitaten  Li  und  L2  die  Selbstinduktivitaten  der  beiden 
Spulen  dar,  wahrend  M  als  Gegeninduktivitat  den  Koppelfluss  bestimmt.  Die  aus  diesen 
Induktivitaten  abgeleiteten  Reaktanzen  Xai  =  u)  (Li  -  M)  und  Wa2  =  w  (L2  —  M)  sowie 
die  Hauptreaktanz  X h  —  ojM  bilden  unter  Vernachlassigung  der  ohmschen  Widerstande  das 
in  Abbildung  3.1  dargestellte  bekannte  T-Ersatzschaltbild  eines  einphasigen  Zweiwicklungs¬ 
transformators. 

Man  definiert  nach  [14]  magnetische  Leitwerte  A  so,  dass 


Li  =  (lj)  ,  L2  =  (w)  ,  M  =  W1W2A12  (to) 


(3.2) 
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/j  Xar<*LrM)  Xq1-(£){L2-M)  j 


Bild  3.1:  Einphasiges  T-Ersatzschaltbild  eines  Zweiwicklungstransformators. 


gilt.  Es  beschreiben  Ai  und  A2  die  magnetischen  Leitwerte  der  Ober-  und  Unterspannungs- 
wicklung,  die  ein  Mafi  fur  die  Summe  aus  Koppel-  und  Streufluss  bilden.  Der  Koppelleitwert 
A12  stellt  nur  den  Koppelfiuss  dar.  Aufgrund  von  Wirbelstromeffekten  und  damit  zusam- 
menhangenden  Anderungen  in  den  inneren  Induktivitaten  sind  diese  Leitwerte  frequenz- 
abhangig.  Bei  der  hier  vorgestellten  Berechnungsmethode,  die  auf  einer  Feldlosung  beruht, 
werden  diese  Abh&ngigkeiten  beriicksichtigt.  Setzt  man  die  Leitwerte  in  die  Reaktanzen*  der 
Abbildung  3.1  ein,  so  ergeben  sich  mit 

Xgri  =  u  (wlAi  (w)  -  tuiti^A12  (w))  (3.3) 

Xa2  -  w  (wjA2  (w)  -  WiW2An  (w))  (3.4) 


und 


Xh  =  uwiW2A12  (cj)  (3.5) 

Reaktanzen,  die  physikalisch  nicht  zu  interpretieren  sind,  da  eine  der  beiden  Reaktanzen 
X*i  °^er  X<r2  negativ  werden  kann.  Sie  werden  far  den  Spezialfall  uq  =  w2  jedoch  stets 
positiv.  Dann  gilt 


(Ai  (w)  -  A12  (w))  (3.6) 

Xa2  =  uw\  (A2  (w)  -  Aj2  (w))  (3.7) 


und 


Xb  =  ww?A12  (ui) .  (3.3) 

Unter  diesen  Voraussetzungen  beschreiben  die  Reaktanzen  Xai  und  Xa2  die  Streufelder, 
wahrend  Xh  den  Hauptfluss  darstellt.  Man  definiert  dann  Xal  als  primare  und  X„2  als 
sekundare  Streureaktanz.  Deren  Summe 


Xa  —  Xfji  4-  X^ 


(3.9) 


heifit  einfach  Streureaktanz.  Ihr  entspricht  die  Streuindukfcivitat 


die  bis  in  den  kHz-Bereich  nur  sehr  schwach  von  der  Frequenz  abhangig  ist,  wie  die  Abbil¬ 
dung  3.3  auf  Seite  43  zeigt. 
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Um  reale  Transformatoren  mit  ungleichen  Windungszahlen  ober-  und  unterspannungsseitig 
mit  diesen  Begriffen  beschreiben  zu  konnen,  werden  alle  Grofien  auf  die  primarseitige  Win- 
dungszahl  Wi  bezogen.  In  diesem  Fall  ist  das  Ersatzschaltbild  3.2  giiltig.  Mit  il  —  jj-J*  werden 
sekundarseitig  Strom,  Spannung  sowie  die  Reaktanz  nach  den  bekannten  Regeln  zu 

&  =  l  ■  h 

u 

ir2=u-u2 

sowie 

Ki  =  u2  ■  X«2  (3.13) 

transformiert.  Verwendet  man  diese  Grofien,  so  lassen  sich  die  Koppelgleichungen  (3.1)  als 

!Ll  =  (AxZi  -  A12r2) ,  U!2  =  jo jwl  (A12/x  -  A 2/y  ,  ‘  (3.14) 

schreiben.  Damit  sind  die  Gleichungen  (3.6)  bis  (3.10)  zur  Berechnung  der  Streuinduktivitat 
auch  bei  Transformatoren  mit  unterschiedlichen  Windungszahlen  anwendbar. 
Messtechnisch  erhalt  man  die  Streureaktanz  bei  einem  Kurzschluss  an  der  sekundaren  Wick- 
lung  -  also  U!2  ~  0  -  als  Eingangsreaktanz  des  Ersatzschaltbildes  zu 


(3.11) 

(3.12) 


X*  =  XITl+X'a2\\Xb.  (3.15) 

Beachtet  man  die  Tatsache,  dass  die  Hauptreaktanz  sehr  viel  grofier  ist  als  Xa\  und  X'a2) 
so  gilt  die  Naherung 


xal  +  X 


cr2  ‘ 


(3.16) 


Man  bezeichnet  Xk  auch  als  Kurzschlussreaktanz.  Haufig  wird  bei  einem  Transformator 
diese  nicht  selber  angegeben,  sondern  vielmehr  die  relative  Kurzschluss-Spannung  t£k.  Ihren 
induktiven  Anted  ux  bestimmt  man  aus  der  Bemessungsspannung  Utt  und  der  Bemessungs- 
leistung  S^r  des  Transformators  durch 

__  5rT  ■  Xv 

U* - 7/2 

urT 

Fiir  den  Fail,  dass  man  in  dieser  Rechnung  die  ohmschen  Verluste  nicht  vernachlassigt,  ergibt 
sich  zusatzlich  zu  dem  induktiven  Anteil  der  Kurzschluss-Spannung  ux  noch  der  ohmsche 
Anted  uv.  Zusammen  folgt  fiir  die  relative  Kurzschluss-Spannung 

ul  =  u*  +  ul  (3.18) 


(3.17) 


Xal=(owf  (ArA12)  Xq2  =a>wf  (A2-A12) 


u:l 


Bild  3.2:  Einphasiges  T-Ersatzschaltbild  eines  Zweiwicklungstransformators.  Alle  Grofien  sind  auf  die 
primarseitige  Windungszahl  Wi  bezogen. 
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3.1  Einphasige  Zweiwicklungstransformatoren _ 

Alle  drei  Grofien  Streuinduktivitat,  Kurzschlussreaktanz  und  relative  Kurzschluss-Spannung 
konnen  leicht  ineinander  iiberfuhrt  werden.  In  dieser  Arbeit  soil  die  relative  Kurzschluss- 
Spannung  zur  Beschreibung  der  Kurzschlussreaktanz  bzw.  Streuinduktivitat  dienen.  Sie  wird 
daher  spater  zum  Vergleich  zwischen  den  berechneten  und  den  vom  Hersteller  gemessenen 
Werten  verwendet. 

3.1.2  Nummerische  Bestimmung  der  induktiven  Kopplungen 

Fur  die  Berechnung  der  Streuinduktivitat  eines  Transform ators  ist  es  notwendig,  das  Strom- 
Spannungs-Verhalten  in  einer  Impedanzform 


darzustellen.  Der  Index  1  bezieht  sich  dabei  auf  die  Oberspannung;  unterspannungsseitige 
Grdfien  sind  mit  2  indiziert.  Es  sind  zunachst  die  induktiven  Kopplungen  zwischen  alien 
Leitern  zu  bestimmen.  Da  Induktivitaten  nur  zwischen  Leiterschleifen  definiert  sind,  werden 
alle  modellierten  Leiter  zu  Paaren  zusammengefasst.  Jede  Windung,  bestehend  aus  einem 
Hin-  und  einem  Riickleiter,  stellt  ein  Leiterpaar  dar.  Weil  der  Strom  im  Hinleiter  durch 
den  Riickleiter  zuriickfliefit,  ist  die  notwendige  Eigenschaft  (2.34)  sichergestellt,  dass  die 
Stromsumme  in  der  xy- Ebene  verschwindet. 

Induktive  Kopplungen  zwischen  zwei  Leiterpaaren  sind  anschaulich  dadurch  gekennzeichnet, 
dass  eine  Stromeinpragung  in  einem  Leiterpaar  einen  Spannungsabfall  in  beiden  Windungen 
bewirkt.  Um  samtliche  induktiven  Kopplungen  zwischen  alien  Leiterpaaren  zu  berechnen, 
muss  in  einer  eigenen  Rechnung  in  jede  Windung  ein  Strom  eingepragt  werden,  wahrend 
alle  anderen  stromlos  bleiben. 

TYotz  der  mitunter  grofien  Zahl  an  modellierten  Leitern  und  damit  an  Windungen  lassen  sich 
alle  induktiven  Kopplungen  auf  einmal  berechnen,  denn  die  Stromeinpragungen  in  die  Leiter 
gehen  nur  in  den  Matrixblock  [fil]  ein.  Dieser  Block  gehort  zur  Inhomogenitat  des  linearen 
Gleichungssystems  (2.88).  So  lasst  sich  jede  Stromeinpragung  als  eine  Spalte  einer  Matrix 
betrachten,  die  an  die  S telle  des  inhomogenen  Vektors  tritt.  Da  der  Gaufl-Algorithmus  be- 
kanntlich  die  simultane  Losung  mehrerer  Gleichungssysteme  erlaubt,  die  sich  nur  in  der 
Inhomogenitat  unterscheiden,  erhalt  man  als  Losung  des  Gleichungssystems  folglich  eine 
Matrix  mit  ebenso  vielen  Spalten  wie  die  Matrix  der  Inhomogenitat.  Jede  Spalte  stellt  dann 
die  Losung  fur  eine  Stromeinpragung  dar.  In  den  Konstanten  der  Leiter,  die  -  wie  oben  ab- 
geleitet  -  die  Spannungsabfalle  entlang  der  Leiter  beschreiben,  steckt  die  gesamte  benotigte 
Information.  Deshalb  muss  das  Gleichungssystem  nur  so  weit  gelost  werden,  bis  der  Block 
mit  den  Leiter  konstanten  bestimmt  ist,  wie  es  schon  im  Abschnitt  2.3.2  als  teilweises  Losen 
des  linearen  Gleichungssystems  beschrieben  worden  ist. 

An  dieser  Stelle  soli  darauf  hinge wiesen  werden,  dass  bei  einphasigen  Zweiwicklungstrans¬ 
formatoren  die  Leiterpaare  aus  Hin-  und  Riickleiter  geometrisch  eine  Symmetrie  aufweisen. 
Durch  die  Art  der  Stromeinpragung  bleibt  diese  erhalten,  well  jeweils  der  Strom  auf  der 
einen  Seite  hin-  und  auf  der  anderen  zuruckflieflt. 

Verwendet  man  eine  Stromeinpragung  von  I  =  1  A  bei  der  Berechnung  der  induktiven 
Kopplungen,  so  erhalt  man  nach  Ausfiihrung  der  eben  beschriebenen  Rechnungen  gemafi 
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Gleichung  (2.107)  eine  auf  die  Lange  bezogene  Impedanzmatrix 


/  — L,L1 

— L,12  ' 

•  l'L,ip 

\ 

(  Kn 

Ku  ■ 

■  K1P 

\ 

— L,21 

£'L,22  ■ 

*  — L,2P 

K21 

K22  ■ 

4  Kip 

Zum 

^L,N2  *  ‘ 

*  — L,NP 

J 

\  — N1 

Km  ’ ' 

’  1£np 

/ 

(3.20) 


Mit  N  ist  weiterhin  die  Anzahl  der  Leiter  bezeichnet,  wahrend  P  =  u>  1  +  W2  die  Anzahl  der 
Leiterpaare  darstellt.  Aufgrund  des  Eisenkerns  gilt  bei  TYansformatormodellen  gewbhnlich 
N  =  2P  +  1.  j£lp  ist  die  Konstante  des  Leiters  l  bei  Stromeinpragung  in  der  Windung 
p.  Analog  dazu  bezeichnet  Z^L  ip  die  bezogene  Impedanz  des  Leiters  l  bei  dieser  Stromein¬ 
pragung. 

In  einem  zweiten  Schritt  werden  aus  den  Impedanzen  der  Leiter  die  Impedanzen  cder  Win- 
dungen  bestimmt.  Dazu  benotigt  man  die  Zuordnung  von  Leitern  zu  Paaren.  Es  soil  die 
Funktion  ni(p)  den  Hinleiter  und  7 r^(p)  den  Riickleiter  des  Leiterpaares  p  angeben.  Die  be¬ 
zogene  Impedanz  eines  Leiterpaares  ergibt  sich  aus  Gleichung  (3.20)  jedoch  nicht  einfach  als 
Summe  der  beiden  Leiterimpedanzen,  sondern  als  Differenz.  Man  muss  die  entgegengesetzte 
Stromrichtung  im  Riickleiter  beachten.  Wahrend  fur  die  Leiterkonstanten  eine  Stromrich- 
tung  von  vorn  nach  hinten  positiv  definiert  ist,  fliefit  in  einem  der  beiden  Leiter  des  betrach- 
teten  Paares  der  Strom  entgegengesetzt.  Definitionsgemah  soli  dieses  der  Riickleiter  sein.  Es 
gilt  fiir  die  Impedanz  der  Windung  p  bei  Stromeinpragung  in  Windung  q  deshalb 

Zw,pq  =  — L,7Ti (p)q  “  ^L,7T2(p)q  (3'21) 

bzw.  unter  Verwendung  der  Impedanzform  (3.20) 


y!  7/ 

~  w,u  — W,12 

7 >  7' 

-=£-W,21  —  W,22 

£w,lP  ^ 
7' 

— W,2P 

: 

=  jw* 

^W,P1  — W,P2  '  ’  * 

Zw,PP  ) 

~7Tl(l),l  —  Kv2(l),l 
Ki ri(2),l  “  — 7T2(2),1 

&ri(l),2  ' 

— 7Tl(2),2  ■ 

-  Kirz(  1),2  *  • 

~  — ffa(2),2  ‘  * 

Kki{\)}P 
’  Ktt^P 

~  &r2(l),P 

~  K*2(2),P 

^ri(P),l  “  K-ntiP),! 

2  ' 

-  •  • 

’  Kir^P^P 

~  K r2(P),P 

(3.22) 


Der  Spannungsabfall  entlang  des  Eisens  ist  in  dieser  Matrix  nicht  mehr  enthalten.  Nur  die 
bezogenen  Impedanzen  der  P  Windungen  bei  den  verschiedenen  Stromeinpragungen  werden 
weiterhin  betrachtet. 

Im  Folgenden  miissen  nun  die  Impedanzen  entsprechend  ihrer  Verschaltung  zu  einer  Impe¬ 
danzform  wie  Gleichung  (3.19)  zusammengefasst  werden.  Bei  einer  einfachen  Spule  sind  alle 
Windungen  in  Reihe  geschaltet.  In  Leistungstransformatoren  konnen  jedoch  auch  Teile  der 
Wicklung  parallel  geschaltet  sein.  Zum  Beispiel  bei  der  Verwendung  von  Drill-Leitern  hat 
man  etwa  20  parallele  Strange  in  der  Wicklung.  Es  ist  also  notig,  sowohl  Reihen-  als  auch 
Parallelschaltungen  von  Windungen  beherrschen  zu  konnen. 
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Als  erstes  betrachtet  man  zwei  Windungen  1  und  2,  die  in  Reihe  geschaltet  sind.  Aus 
Gleichung  (3.22)  kann  man  die  Spannung  Un  iiber  den  Windungen  durch 


Ux  \ 

(  2W.11  — W,12 

Zw,l3  ‘  *  '  £w,lP  \ 

(h  \ 

U  2 

— W,21  — W,22 

2w,23  *  *  '  — W,2P 

Li 

Ih 

=  /• 

— W,31  ^W,32 

7*  7' 

^-W,33  ’  ’  — -W,3P 

h 

Up  J 

\  ^W,P1  ^W,P2 

— W,P3  *  *  *  ^W,PP  / 

\  Ip  ) 

aus  den  Windungsstromen  bestimmt  werden.  Die  Lange  der  Windungen  ist  mit  l  gekenn- 
zeichnet.  Auf  ihre  Bestimmung  wird  im  nachsten  Abschnitt  genauer  eingegangen.  Die  aus 
der  Reihenschaltung  der  Windungen  1  und  2  entstandene  Doppelwindung  wird  mit  V  indi- 
ziert.  Es  fliefit  der  Strom  Iv  —  1 1  =  /2.  Fiir  die  Spannung  an  der  Windung  n  folgt  damit 


— n  l  (^W,nl  '  L\  — W,n2  *  hi  +  £w,r3  '  h  ^  b  i£w,nP  ’  Lp) 

—  I  *  ((^W,nl  +  — W,!^)  '  Lv  +  ^W,n3  '  h  ^  b  ^W,nP  ’  Lp)  * 


(3.24) 


Dieses  bedeutet  nichts  anderes,  als  dass  die  ersten  beiden  Spalten  der  Impedanzmatrix  in 
Gleichung  (3.23)  addiert  werden,  und  die  Summe  die  beiden  urspriinglichen  Spalten  ersetzt, 
wobei  die  Dimension  des  Stromvektors  um  Eins  reduziert  werden  muss. 

Urn  auch  noch  im  Spannungsvektor  die  Reduktion  durchzufiihren,  berechnet  man  den  Span- 
nungsabfall  iiber  der  Reihenschaltung  der  Windungen  1  und  2.  Dieser  betragt 


Ui  +  U2 

l '  ((iTw.n 

+  ^W,12) 

■lv 

+  £\V,13 

■  I3  +  *  ' 

*  “b^w.lP 

■  lp)  + 

^  *  ((^W,21 

+  ^W,22) 

lv 

+  2w,23 

*  hs  "b 

*  +  ^W,2P  ' 

■lp) 

J  ’  ( (2w,n 

*b  ^w,12  * 

b  ^W,21  +  ^W,22)  '  Ly 

+ 

(i£w,13  "b  -2w,23)  ’  Is 

’  *  +  (£W, 

IP  + 

■:P3.)  Ip)- 

Hier  werden  die  ersten  beiden  Zeilen  addiert,  womit  die  Anzahl  der  Zeilen  reduziert  wird. 
Insgesamt  ergibt  sich  nach  der  Ausfuhrung  der  Reihenschaltung  mit 


(  iu>  \ 

(  — W.2,  W,22 

^W,13+^W,23  ~W,  IP  "t— W,2P  ^ 

(  Ll'  \ 

=  /* 

— W,32 

— Wt33  *"  — W,3P 

I3 

v  & ) 

\  — W,P1  W,P2 

— W,P3  ^W,PP  j 

\  Lp  ) 

eine  Impedanzform,  die  aus  Gleichung  (3.23)  durch  Addition  der  durch  Linien  abgetrenn- 
ten  Zeilen  und  Spalten  folgt.  Auf  diese  Weise  konnen  nacheinander  alle  Reihenschaltungen 
zusammengefasst  werden.  Sind  auch  Parallelschaltungen  zu  beriicksichtigen,  ist  es  sinnvoll, 
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von  der  Impedanz-  auf  die  Admittanzform  zu  wechseln.  Dazu  muss  die  Impedanzmatrix 
invertiert  werden.  In  der  Gleichung 


(3.27) 


sollen  wiederum  die  ersten  beiden  Windungen  bzw.  Windungsblocke,  falls  schon  Reihen- 
schaltungen  durchgefiihrt  worden  sind,  zusammengefasst  werden.  Spannungen  liber  einer 
Parallelschaltung  sind  identisch,  so.dass  U_v  =  U_\  —  Hz  gilt.  Damit  ergibt  sich  fur  den 
Strom  in  der  Windung  m 


LTn  =  Yml-U1  +  Ym2-U2  +  Ym3-U3  +  ---  +  Zmn-UB 

=  (Zml  +  Ym2)  ■Uv+Ym3-U3  +  ---  +  Ymn-Ua.  (3.28) 

Wie  bei  der  Reihenschaltung  miissen  auch  hier  die  Spalten  addiert  werden,  die  beide  Win¬ 
dungen  betreffen.  Ebenfalls  analog  zur  Reihenschaltung  erfolgt  die  Addition  der  Zeilen. 
Dabei  gilt  fur  den  Gesamtstrom  in  der  Parallelschaltung 


lv  =  h+h 

=  (Hn  +  y12) -jiv+yu-ju  +  -+X1m-IL  + 

Q£ai  +  X22)  •  U.V  +  Y2i  ■  CZa  +  ■  •  •  +  Y2n  ■  Un  (3.29) 

=  (Zu  +  Zu  +  Y21  +  Z22)  •  U.V  +  (Zi3  +  Z23)  '&  +  .■■  +  (Yln  +  Y2n)  ■  UD. 

Nach  Ausfuhrung  der  Parallelschaltung  wird  das  System  der  Windungen  durch  den  Aus- 
druck 


(3.30) 

beschrieben.  Fur  den  Ubergang  zu  der  neuen  Impedanzform  muss  die  Admittanzmatrix 
wiederum  invertiert  werden. 

Durch  wiederholtes  Anwenden  von  Parallelschaltungen  oder  Reihenschaltungen  kann  man 
alle  Windungen  so  weit  zusammenfassen,  dass  nur  noch  die  Ober-  und  die  Unterspannungs- 
wicklung  als  Ganzes  ubrig  bleiben.  Die  Impedanzform  nimmt  damit  die  gesuchte  Gestalt 
nach  Gleichung  (3.19)  an.  Aus  dieser  Gleichung  kann  dann  wie  im  Folgenden  beschrieben 
die  Streuinduktivitat  bestimmt  werden. 
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3.1.3  Streuinduktivitat  eines  einphasigen  Zweiwicklungstransformators 


Aus  den  induktiven  Kopplungen  der  Windungen  ist  eine  Impedanzdarstellung  der  Form 
(3.19)  bestimmt  worden,  die  das  Strom-Spannungsverhalten  der  Wicklungen  beschreibt. 
Lost  man  die  Impedanzen  gemafi  Z_  =  l  •  (Rf  +  j coL1)  auf,  so  kann  man  stattdessen 


It 

h 


^ii+jcjLn  R\2  -f  }ujL[2  \  (  h\, 

«*+ frill  *22+^22  )'  \h  r  ] 


schreiben.  Dieses  entspricht  bis  auf  die  ohmschen  Anteile  den  Systemgleichungen  (3.1),  die 
am  Anfang  des  Kapitels  als  Ausgangspunkt  der  Streuinduktivitatsberechnung  gedient  ha- 
ben.  Aus  den  bezogenen  Induktivitaten  der  Gleichung  (3.31)  ergeben  sich  mit 


A;:  = 


W\W\ 


■  -irf. 


(3.32) 


die  korrespondierenden  Leitwerte.  Mit  ihnen  bestimmt  man  wegen  Gleichung  (3.9)  die  Streu- 
bzw.  Kurzschlussreaktanz  zu 


Xk  =  ul  •  w\  •  (A'n  -  Mn  +  A'2  -  A'12) .  (3.33) 

Anschliefiend  kann  aus  Xk  die  Streuinduktivitat  durch  Gleichung  (3.10)  und  die  relative 
Kurzschluss-Spannung  durch  Gleichung  (3.17)  ermittelt  werden.  Beachtet  man  zusatzlich 
noch  die  ohmschen  Anteile  in  Gleichung  (3.31),  so  ist  die  Aufspaltung  der  relativen  Kurz¬ 
schluss-Spannung  ttk  in  ux  und  uT  moglich. 

Es  fehlt  nun  noch  die  Windungslange  l  zur  vollstandigen  Bestimmung  der  Streuindukti¬ 
vitat  aus  einem  zweidimensionalen  Transformatormodell  mit  der  Randelementmethode.  An 
dieser  Stelle  sei  darauf  hingewiesen,  dass  die  Streuinduktivitat  zunachst  innerhalb  des  Mo- 
dells  berechnet  werden  muss,  um  danach  den  Ubergang  auf  einen  realen  Transformator 
zu  erreichen,  indem  man  mit  der  Windungslange  multipliziert.  Wenn  man  zuerst  die  In¬ 
duktivitaten  der  einzelnen  Windungen  mit  ihrer  realen  Lange  multipliziert  und  dann  zur 
Streuinduktivitat  zusammenfasst,  wird  die  berechnete  Streuinduktivitat  von  den  Langen- 
unterschieden  der  Windungen  bestimmt  und  nicht  von  den  um  Grofienordnungen  kleineren 
Induktivitatsunterschieden,  die  aus  ihrer  geometrischen  Lage  folgen.  Um  den  Einfluss  des 
Abwicklungsfehlers  zu  begrenzen,  ist  es  notwendig,  wie  bereits  stillschweigend  erfolgt,  mit 
einer  mittleren  Windungslange  zu  rechnen. 

Der  einfachste  Ansatz  fur  eine  gemeinsame  Lange  aller  Leiter  besteht  in  einer  Mittelung 
der  tatsachlichen  Windungslangen  der  nachgebildeten  Leiter.  Nachteilig  daran  ist,  dass  die 
gesuchte  Windungslange  extrem  von  der  Modellierung  der  Wicklungen  abhangig  wird  und 
iiblicherweise  damit  auch  nicht  genau  genug  ist:  Bildet  man  namlich  viele  Leiter  in  der 
Unterspannungs-  und  nur  wenige  in  der  Oberspannungswicklung  nach,  so  wird  diese  mitt- 
lere  Lange  kleiner  sein  als  in  einem  Modell,  in  dem  genau  umgekehrt  mehr  Leiter  in  der 
Oberspannungs-  als  in  der  Unterspannungswicklung  vorhanden  sind. 

Eine  soiche  Abhangigkeit  kann  man  jedoch  umgehen,  wenn  man  die  Leiterlangen  gemaB 
ihrer  magnetischen  Energie  gewichtet  mittelt.  Die  magnetische  Energie  einer  Windung  i 
betragt 

Wi  =  \uL\ll  (3.34) 
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wobei  Ji  die  reaie  Windungslange,  L[  die  auf  die  Lange  bezogene  Gesamtinduktivitat  und 
I\  den  in  der  Windung  fliefienden  Strom  bezeichnet.  Gegebenenfalls  muss  dieser  Strom  um 
einen  Faktor  korrigiert  werden,  wenn  ein  Modell-Leiter  mehr  als  eine  Windung  in  der  Rea- 
litat  darstellen  soil.  Um  das  gleiche  Feld  zu  bewirken,  muss  der  Strom  im  Modell-Leiter 
mit  der  Anzahl  der  durch  ihn  nachgebildeten  Leiter  multipliziert  werden.  Mit  der  nach  der 
magnetischen  Energie  gewichteten  Lange 


,  EL  W 
'eg  E  L-^ 


(3.35) 


wird  die  einfache  geometrische  Mittelung  um  teilweise  iiber  10  %  korrigiert.  Angesichts  der 
Tatsache,  dass  die  berechneten  Streuinduktivitaten  oft  nur  wenige  Prozent  von  Messwerten 
abweichen,  wird  deutlich,  wie  wichtig  die  richtige  Wahl  der  mittleren  Lange  ist.  Da  sich  die 
energiegewichtete  Lange  in  dieser  Hinsicht  bewahrt  hat,  wird 


l  —  L. 


(3.36) 


als  mittlere  Windungslange  zur  Streuinduktivitatsberechnung  verwendet. 

An  dieser  S telle  soil  ein  Vergleich  zum  Verfahren  von  Rogowski  gezogen  werden  (vgl.  [1]). 
In  diesem  spielt  die  Berechnung  der  mittleren  Lange  eine  ebenso  wichtige  Rolle  wie  bei 
der  Verwendung  der  Randelementmethode.  Wahrend  in  der  ursprunglichen  Rechnung  die 
Wicklungen  einlagig  sind,  so  dass  deren  Lange  verwendet  werden  kann,  stoflt  man  bei  der 
Ubertragung  von  Rogowskis  Methode  auf  moderne  Leistungstransformatoren  auf  die  glei- 
chen  Probleme  wie  oben.  In  der  industriellen  Transformatorenauslegung  behilft  man  sich  mit 
Erfahrungsfaktoren.  Diese  sind  durch  Vergleiche  mit  Messreihen  bisheriger  Ausfiihrungen 
ermittelt  und  korrigieren  zugleich  auch  die  in  der  Rogowski-Theorie  enthaltenen  Modellver- 
einfachungen.  Herausgestellt  sei,  dass  bei  dem  hier  beschriebenen  Verfahren  ohne  Kenntnis 
von  Erfahrungswerten  die  Streuinduktivitaten  nummerisch  bestimmt  werden  kdnnen.  Bevor 
die  Berechnung  der  Streu-  und  Nullinduktivitaten  von  dreiphasigen  Zweiwicklungstransfor- 
matoren  beschrieben  wird,  sollen  noch  die  Kurzschlussverluste  untersucht  werden. 

3.1.4  Berechnung  der  Transformatorenverluste 

Die  wesentlichen  Verlustkomponenten  eines  Transformators  bilden  die  Eisen-  sowie  die  Kurz¬ 
schlussverluste,  vgl.  dazu  auch  [15].  Unter  den  Eisen-  bzw.  Leerlaufverlusten  versteht  man 
die  Verluste,  die  durch  Hysterese  und  Wirbelstrome  im  Eisenkern  entstehen.  Da  in  dem  hier 
verwendeten  zweidimensionalen  Modell  die  Blechung  des  Eisenkerns  durch  ein  Herabsen- 
ken  der  Leitfahigkeit  des  Eisens  nachgebildet  wird,  lieften  sich  die  Wirbeistromverluste  zwar 
noch  bei  richtiger  Wahl  der  Leitfahigkeit  bestimmen.  Hystereseverluste  konnen  jedoch  nicht 
erfasst  werden,  da  mit  einem  konstanten  /zr  gerechnet  wird.  Deshalb  sollen  die  Eisenverluste 
in  dieser  Arbeit  nicht  betrachtet  werden. 

Alle  anderen  Verluste  werden  zu  den  Kurzschlussverlusten  P k  zusammengefasst.  Sie  setzen 
sich  aus  den  sogenannten  Gleichstrom-  und  den  Zusatzverlusten  zusammen.  Als  Gleich- 
stromverluste  PG  werden  die  ohmschen  Verluste  der  Wicklungen  und  Zuleitungen  bezeich¬ 
net,  die  bei  Gleichstrom en  in  Hohe  der  Betriebsstrome  entstehen.  In  die  Zusatzverluste  Pz 
gehen  die  bei  Wechselstromen  entstehenden  Wirbeistromverluste  ein.  Zu  diesen  werden  auch 
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Verluste  durch  Kreisstrome  in  parallelen  Leitern  und  durch  in  weiteren  leitenden  Bauteilen 
wie  dem  Kessel  induzierte  Strome  gezahlt. 

Bei  der  Berechnung  der  Kurzschluss-Spannung  sind,  wie  oben  beschrieben,  die  ohmschen 
Anteile  in  Gleichung  (3.31)  zu  beachten.  So  ergibt  sich  neben  dem  rein  induktiven  Anted 
ux  der  Kurzschluss-Spannung  auch  ein  Verlustanteil  ur,  der  den  Anteil  der  Bemessungs- 
spannung  des  Transformators  angibt,  der  im  Kurzschlussfall  fur  die  Verluste  maBgebend  ist. 
Durch 


P k  = 


Ur 

100  % 


*  SrT 


(3.37) 


konnen  die  Kurzschlussverluste  P k  aus  der  Bemessungsleistung  SrT  bestimmt  werden.  Wei- 
terhin  konnen  die  Gleichstromverluste  allein  aus  der  Geometrie  und  den  physikalischen  Da- 
ten  der  Windungen  berechnet  werden.  Kennt  man  die  Lange  l  und  den  Querschnitt  A  einer 
Windung  sowie  deren  Leitfahigkeit  cr,  ergibt  sich  daraus  der  ohmsche  Gleichstromwiderstand 
zu 


(3.38) 


Eine  Zusammenfassung  der  Windungen  gemaB  ihrer  Verschaltung  liefert  dann  den  Gesamt- 
widerstand  einer  Spule.  Bei  einer  Auswertung  der  Messwerte  ist  jedoch  darauf  zu  acliten, 
dass  in  der  Praxis  nicht  der  Widerstand  einer  Spule,  sondern  derjenige  zwischen  zwei  An- 
schlussklemmen  gemessen  wird.  Bei  einer  Drehstromwicklung  in  Sternschaltung  erhalt  man 
daher  immer  den  Widerstand  zweier  Spulen.  Bei  einer  Dreiecksschaltung  ergibt  sich  zwischen 
zwei  Anschlussldemmen  eine  Parallelschaltung  aus  einer  Spule  mit  der  Reihenschaltung  der 
anderen  beiden.  In  diesem  Fall  liegt  der  Messwert  nur  bei 

R  II  2R  =  |i*,  (3.39) 

wenn  R  den  Widerstand  einer  Spule  darstellt.  Mit  den  Widerstanden  R{  und  R2  der  Ober- 
und  Unterspannungswicklung  ergeben  sich  die  Gleichstromverluste  fur  Drehstromtransfor- 
matoren  zu 


Pq  —  3  •  R\l\  +  3  •  (3.40) 

Fiir  die  Berechnung  der  Gleichstromverluste  benotigt  man  somit  keine  Feldberechnung.  Aus 
ihnen  kann  man  die  Zusatzverluste  Pz  als  Differenz 


Pz  =  Pk  ~  Pg  (3.41) 

bestimmen.  Zusatzlich  bieten  die  Gleichstromverluste  bzw.  der  Gleichstromwiderstand  noch 
die  Moglichkeit  zu  iiberprvifen,  wie  realitatsnah  das  berechnete  Modell  ist.  Eine  Untersu- 
chung  iiber  die  Konvergenz  der  berechneten  Impedanzmatrix  bei  erhohter  Randelementezahl 
wird  im  nachsten  Abschnitt  vorgenommen. 


42 


3  Berechnung  der  Streu-  und  Nullinduktivitaten  sowie  der  Kurzschlussverluste 


Bild  3.3:  Selbstinduktivitat  der  Oberspannungswicklung  eines  einfachen  Transfer matormodells  bei  einem 
und  100  Randelementen. 


3.1.5  Konvergenzverhalten  der  berechneten  Impedanzmatrix 

Bisher  ist  erlautert  worden,  wie  die  induktiven  Kopplungen  eines  zweidimensionalen  Trans- 
formatormodells  nummerisch  bestimmt  werden  konnen.  An  dieser  Stelle  soil  nun  untersucht 
werden,  in  welchem  Umfang  die  Anzahl  der  Randelemente  und  somit  die  Feinheit  der  Dis- 
kretisierung  das  Verfahren  beeinflusst.  Sofern  sich  eine  merkliche  Abhangigkeit  ergibt,  ist 
das  bei  der  Interpretation  der  Resultate  zu  beriicksichtigten.  Es  sei  zusatzlich  noch  darauf 
hingewiesen,  dass  in  [3]  die  Ubereinstimmung  von  Ergebnissen  der  Randelementmethode 
mit  analytisch  berechneten  Groflen  an  einigen  Beispielen  bereits  gezeigt  worden  ist. 

Ein  typisches  Verhalten  der  berechneten  Induktivitaten  zeigt  die  Abbildung  3.3.  Es  wird 
die  Selbstinduktivitat  der  Oberspannungswicklung  eines  einphasigen  Transformatormodells 
mit  jeweils  nur  einem  nachgebildeten  Leiter  in  Unter-  und  Oberspannungswicklung  fur  zwei 
verschiedene  Randelementzahlen  verglichen.  In  der  ersten  Rechnung  werden  alle  Rander  des 
Modells  mit  einem  Randelement  pro  Seite  nachgebildet.  Die  zweite  Rechnung  ist  dann  mit 
jeweils  100  Randelementen  je  Seite  durchgefiihrt  worden.  Als  drittes  ist  eine  Kombination 
aus  den  beiden  anderen  Modellen  betrachtet  worden.  Dabei  enthielten  die  Rander  der  Wick- 
lungen  ein  Randelement  pro  Seite,  wahrend  jeweils  100  auf  den  Seiten  der  Eisenkernrander 
verteilt  worden  sind.  In  der  Abbildung  3.4  ist  das  zugehorige  Modell  dargestellt. 

Deutlich  erkennbar  ist  der  theoretisch  zu  erwartende  Frequenzgang  der  Selbstinduktivitat 
in  Abbildung  3.3,  der  mit  100  Randelementen  je  Seite  berechnet  worden  ist.  Bei  kleinen 
Frequenzen  bis  knapp  unter  1  kHz  bleibt  diese  konstant,  wahrend  sie  dann  mit  zunehmender 
Frequenz  asymptotisch  auf  Null  abfallt.  Zwar  zeigt  die  mit  nur  einem  Randelement  pro  Seite 
berechnete  Kurve  einen  prinzipiell  ahnlichen  Verlauf,  jedoch  sind  zwei  wichtige  Unterschiede 
festzuhalten.  Zum  einen  liegen  die  berechneten  Induktivitaten  unterhalb  von  1  kHz  bis  zu 
20  %  iiber  den  mit  100  Randelementen  pro  Seite  berechneten,  zum  anderen  gibt  es  um  1  Hz 
herum  ein  leichtes  Absinken  der  Selbstinduktivitat.  Bei  grofleren  Frequenzen  stimmen  beide 
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Bild  3.4:  Einfaches  einphasiges  Transformatormodell  fiir  die  Konvergenzuntersuchung. 


Kurven  dann  aber  wieder  gut  iiberein.  Eine  Berechnung  der  oben  beschriebenen  dritten 
Modellierung  ergibt  keine  Unterschiede  zu  genauen  Nachbildung  mit  100  Randelementen 
auf  alien  Leiterseiten. 

Damit  zeigt  sich,  dass  physikalisch  eine  genaue  Nachbildung  des  Eisenkerns  besonders  wich- 
tig  ist,  da  dieser  iiber  die  Starke  des  Hauptfeldes  im  Transformator  entscheidet.  Beziiglich  der 
Induktivitatsbestimmung  ist  es  ausreichend,  den  Eisenkern  mit  hinreichend  kleinen  Rand¬ 
elementen  nachzubilden.  Ob  die  Leiter  so  genau  modelliert  werden,  ist  selbst  fiir  die  hier 
betrachteten  groflen  Leiter  nicht  von  Bedeutung. 

Ebenso  deutlich  unterscheiden  sich  die  Beispielrechnungen,  wenn  man  die  Wirkwiderstande 
einschlieBlich  der  Wirbelstrome  betrachtet.  Wiederum  fiir  den  Transformator  aus  Abbildung 
3.4  ist  der  Wirkwiderstand  der  Oberspannungswicklung  in  der  Abbildung  3.5  dargestellt. 
Sowohl  fiir  die  Berechnung  mit  einem  wie  auch  mit  100  Randelementen  pro  Seite  ergibt 
sich  fur  Frequenzen  um  0,01  Hz  der  Gleichstromwiderstand.  Wahrend  jedoch  bei  dem  fein 


Frequenz /[Hz] 

Bild  3.5:  Ohmscher  Widerstand  der  Oberspannungswicklung  eines  einfachen  Transformatormodells  bei  einem 
und  100  Randelementen. 


44 


3  Berechnung  der  Streu-  und  Nullinduktivitaten  sowie  der  Kurzschlussverluste 


diskretisierten  Modell  der  Wirkwiderstand  theoriegemaB  zunachst  nur  sehr  langsam  ansteigt, 
werden  mit  dem  Modell  mit  nur  einem  Randelement  pro  Seite  bei  niedrigen  Frequenzen  bis 
zu  hundertfach  zu  groBe  Widerstande  bestimmt.  Mit  zunehmender  Frequenz  nahert  sich  die 
Kurve  dann  sehr  langsam  der  mit  100  Randelementen  berechneten  an. 

Auch  hier  zeigt  die  gemischte  dritte  Modellierung  keine  wesentlich  Abweichung  von  der  fein 
diskretisierten.  Der  berechnete  Frequenzgang  des  Widerstandes  liegt  nur  geringfugig  liber 
der  Kurve  fur  100  Randelemente  auf  jeder  Seite.  Damit  kann  man  festhalten,  dass  auch 
fur  die  Widerstande  eine  Diskretisierung  mit  jeweils  einem  Randelement  pro  Leiterseite 
ausreicht,  wenn  die  Anzahl  der  Randelemente  auf  dem  Eisenkern  grofi  genug  ist. 

Insgesamt  zeigt  sich  eine  ausgepragte  Abhangigkeit  der  Rechenergebnisse  von  der  Feinheit 
der  Diskretisierung.  Dieses  ist  fur  nummerische  Verfahren  nicht  ungewohnlich,  muss  jedoch 
bei  der  Interpretation  beriicksichtigt  werden.  Da  gerade  bei  umfangreichen  Modellen  -mit 
vielen  Leitern  die  Zahl  der  Randelemente  pro  Leiter  nicht  beliebig  erhoht  werden  kann,  muss 
dort  mit  Abweichungen  in  der  hier  geschriebenen  GroBenordnung  gerechnet  werden.  Umso 
erstaunlicher  ist  es,  dass  die  Streuinduktivitaten  -  wie  unten  beschrieben  -  bei  Modellen  mit 
wenigen  Randelementen  wie  auch  solchen  mit  deutlich  mehr  Randelementen  quasi  konstant 
sind  und  nur  geringfugig  von  den  Messwerten  differieren.  Zunachst  sollen  die  Berechnungen 
jedoch  noch  auf  dreiphasige  Transform atoren  ausgedehnt  werden. 


3.2  Dreiphasige  Zweiwicklungstransformatoren 

Bei  der  Modellierung  von  Drehstromtransformatoren  hat  man  bei  gleicher  Darstellung  der 
Wicklungen  die  dreifache  Menge  an  Leitern  gegemiber  einphasigen  Transformatoren  nach- 
zubilden.  Es  kommt  hinzu,  dass  die  bei  einphasigen  Modellen  vorhandene  Symmetrie  hier 
nicht  mehr  gegeben  sein  kann.  Wie  in  Abbildung  2.5c  dargestellt,  ist  die  gesamte  Anordnung 
nur  geometrisch  symmetrisch,  jedoch  nicht  in  Bezug  auf  ihre  Wicklungszugehorigkeit.  Bei 
einer  Stromeinpragung  in  eine  Windung  z.B.  im  rechten  Strang  fliefit  der  Strom  im  rechten 
Fenster  hin  und  aufierhalb  des  Eisenkerns  rechts  vom  auBeren  Schenkel  zuruck. 

Wegen  der  fehlenden  Symmetrie  ist  bei  dreiphasigen  Modellen  somit  gleich  die  sechsfache 
Menge  an  Leitern  gegeniiber  vergleichbaren  einphasigen  Modellen  zu  behandeln.  Bei  linea- 
ren  Gleichungssystemen  wachst  der  benotigte  Speicherplatz  etwa  mit  dem  Quadrat,  die 
Rechenzeit  mit  der  dritten  Potenz  der  Gleichungszahl.  Man  kann  somit  nur  einen  Bruchteil 
der  Detailgenauigkeit  eines  einphasigen  Modells  erreichen.  Deshalb  sollen  dreiphasige  mit 
entsprechenden  einphasigen  Modellen  verglichen  werden,  um  festzustellen,  ob  man  die  de- 
taillierteren  einphasigen  Nachbildungen  zur  Streuinduktivitatsberechnung  von  dreiphasigen 
Drehstromtransformatoren  verwenden  kann. 


3.2.1  Berechnung  des  dreiphasigen  Kurzschlussversuchs 

Im  Gegensatz  zu  [3]  wird  die  Streuinduktivitat  eines  Zweiwicklungsdrehstromtransforma- 
tors  in  dieser  Arbeit  aus  der  Nachbildung  des  dreiphasigen  Kurzschlussversuchs  bestimmt. 
Die  Grundlage  der  Berechnung  bildet  das  vereinfachte  einphasige  Ersatzschaltbild  in  Abbil¬ 
dung  3.6  nach  [13].  Analog  zum  einphasigen  Transformator  werden  zunachst  die  induktiven 
Kopplungen  bestimmt.  Die  Berechnung  verlauft  wie  im  Abschnitt  3.1.3  beschrieben.  Der 
entscheidende  Unterschied  besteht  allerdings  darin,  dass  hier  jetzt  sechs  statt  zwei  Wick- 
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Bild  3.6:  Vereinfachtes  einphasiges  Ersatzschaltbild  eines  Drehstromtransforraators. 


lungen  vorhanden  sind.  Die  Impedanzform 
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weist  somit  die  Dimension  sechs  auf.  Als  Leiterlange  wird  die  bereits  diskutierte  energiege- 
wichtete  Windungslange  lcg  verwendet. 

Am  einfachsten  stellt  man  den  Kurzschlussversuch  durch  einen  Ubergang  auf  die  Admit- 
tanzform  dar.  Oberspannungsseitig  wird  ein  symmetrisches  Spannungssystem  eingepragt, 
die  Unterspannungswicklungen  sind  kurzgeschlossen.  Mit  a  =  ejl20°  gilt  dann 
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Die  oberspannungsseitigen  Strome  ergeben  sich  im  Kurzschlussfall  zu 


Los, i  =  (z'n  +  a  •  Z'12  +  a2  •  Y'n)  •  Hos.i  -  (3.44) 

—OS, 2  =  (X21  +  &  ■  Yj21  +  SL2  ■  X23)  •  U-OS.l  (3.45) 

sowie 

—OS, 3  =  (£1  +  a  ■  +  a2  •  yjs)  •  Co84-  (3.46) 


Dabei  ist  es  nicht  problematisch,  dass  nur  ein  Teil  der  Admittanzmatrix  Verwendung  fin- 
det.  Bei  der  Bestimmung  bereits  eines  Elementes  der  Admittanzmatrix  wird  die  gesamte 
Impedanzmatrix  benotigt.  Es  gehen  also  alle  induktiven  Kopplungen  der  Impedanzmatrix 
in  diese  Kurzschluss-Strome  ein.  Fiir  i  =  1,2,3  ergibt  sich  aus 


IZos,i  _  1 

/oS)i  ~  (n+a.z:-2+a2-r,3) 


(3.47) 
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fur  jeden  der  drei  Wicklungsstrange  eine  Kurzschlussreaktanz.  Dabei  sollten  die  Kurzschluss- 
reaktanzen  der  beiden  auBeren  Strange  aus  Griinden  der  Symmetrie  identisch  sein.  Fur  den 
mittleren  Wicklungsstrang  ergeben  sich  bei  Dreischenkelkernen  andere  Streufelder,  da  dieser 
Strang  vollstandig  innerhalb  des  Eisenkerns  liegt.  AuBerdem  weicht  der  Eisenweg  von  dera 
der  auBeren  Wicklungsstrange  ab.  Aus  diesen  Griinden  differiert  die  Kurzschlussreaktanz 
des  mittleren  Stranges  geringfiigig  von  denen  der  auBeren  Strange.  Bei  Fiinfschenkelkernen 
miissten  dann  alle  drei  Kurzschiussreaktanzen  wieder  annahernd  identisch  sein.  Der  Ver- 
gleich  der  nummerisch  ermittelten  Werte  mit  realen  Messwerten  in  Abschnitt  3.3  zeigt,  wie 
gut  diese  Uberlegungen  erfullt  werden. 

Mit  den  Gleichungen  (3.10)  und  (3.17)  kann  sowohl  die  Streuinduktivitat  als  auch  der  in- 
duktive  Anteil  der  relativen  Kurzschluss-Spannung  bestimmt  werden.  Ahnlich  wie  die  Kurz¬ 
schlussreaktanz  ermittelt  man  die  Nullinduktivitat  eines  Drehstromtransformators  aus  sei¬ 
ner  Impedanzform  (3.42).  Im  nachsten  Abschnitt  wird  die  dazu  notige  Spannungseinpragung 
diskutiert. 


3.2.2  Nullinduktivitatsbestimmung 

Neben  der  Streuinduktivitat  ist  die  Nullinduktivitat  von  Transformatoren  eine  weitere  Kenn- 
grofie,  die  aus  der  Impedanzform  (3.42)  eines  dreiphasigen  Zweiwicklungstransformators  be¬ 
stimmt  werden  kann.  Dabei  ist  jedoch  zu  beachten,  dass  es  sich  hierbei  zunachst  um  eine 
rein  formale  Berechnung  handelt.  Die  Relevanz  der  so  bestimmten  Ergebnisse  muss  anhand 
der  realen  Nullinduktivitaten  noch  iiberpriift  werden,  weil  die  Felder  sich  bei  Nullstromen 
in  Dreischenkeltransformatoren  nicht  mehr  vollstandig  im  Eisenkern  schlieBen,  sondern  aus 
dem  Eisen  austreten  und  sich  liber  die  Luft  schlieBen.  Schematisch  ist  der  Feldverlauf  in 
der  Abbildung  3.7  dargestellt.  In  diesem  Fall  bleiben  die  Felder  nicht  auf  die  Kernebene 
beschrankt  und  das  zweidimensionale  Modell  verliert  seine  Giiltigkeit.  Im  Gegensatz  dazu 
konnen  sich  die  Felder  in  Transformatoren  mit  Fiinfschenkelkernen  innerhalb  des  Eisenkerns 
schlieBen.  Deren  zweidimensionales  Modell  ist  daher  wieder  aussagefahig. 

Problematisch  ist  in  jedem  Fall  die  Nachbildung  eines  Kessels.  In  diesem  bildet  sich  ein  Dif- 
ferenzfeld  aus,  da  sich  die  Felder  des  Kerns  nicht  bereits  dort  schlieBen.  Dieser  Differenzfluss 
erzeugt  einen  Induktionsstrom,  der  in  den  Kesselwanden  ringformig  um  die  aktiven  Teile  des 
Transformators  flieBt.  Im  zweidimensionalen  Modell  konnen  die  Kesselwande  nur  links  und 
rechts  neben  den  auBeren  Wicklungsstrangen  dargestellt  werden,  so  dass  die  Nachbildung 


Bild  3.7:  Quaiitatives  Feldbild  eines  Dreischenkeltransformators  der  Schaltgruppe  Yyn  bei  Speisung  mit 
einem  Nullsystem  nach  [13]. 
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3.2  Dreiphasige  Zweiwicklungstransformatoren 


Bild  3.8:  Speisung  eines  Transform ators  der  Schaltgruppe  YNd  mit  einer  Nullspannung. 


des  Induktionsstroms  und  seines  Feldes  sehr  eingeschrankt  ist.  Zu  beachten  ist  dabei,  dass 
der  mittlere  Wicklungsstrang  im  verwendeten  Modell  fast  vollstandig  vom  Kessel  entkoppelt 
ist. 

Analog  zur  Nachbildung  des  dreiphasigen  Kurzschlussversuchs  kommt.  es  auch  hier  auf  die 
Einspeisung  der  Spannungen  an.  Da  die  spater  diskutierten  Beispieltransformatoren  die 
Schaltgruppe  YNd  aufweisen,  wird  die  Berechnung  zunachst  fiir  diese  Schaltgruppe  durch- 
gefiihrt. 

In  der  Abbildung  3.8  ist  ein  Transformator  in  Stern-Dreieck-Schaltung  mit  herausgefiihrtem 
oberspannungsseitigem  Sternpunkt  dargestellt.  Im  Falle  der  Speisung  mit  einer  Nullspan¬ 
nung  liegt  an  den  oberspannungsseitigen  Klemmen  jeweils  die  gleiche  Spannung  Uos  0  an. 
In  jeder  Wicklung  fliefit  ein  Strom  /os  oj  1  <  3,  so  dass  im  Sternpunkt  der  Strom 

Los, 01  +  I0S02  d~  Zos,03  flieBen  muss.  Die  Unterspannungsseite  ist  im  Leerlauf  geschaltet. 
Durch  die  geschlossene  Masche  der  Dreieckschaltung  kann  sich  dort  ein  Nullstrom  /us  o 
ausbilden,  der  alle  drei  Unterspannungswickl ungen  gleichmafiig  durchflieBt.  Es  gilt  daher 


lus,0  “  L\JS,0 


'•  Ztts  n?  —  L 


US, 03* 


(3.48) 


Fur  den  dazugehorenden  Spannungsumlauf  entlang  des  unterspannungsseitigen  Dreiecks 
ergibt  sich 


££us,01  *  ~US ,02  +  &JS.03  —  0* 


(3.49) 


Zusammen  mit  den  sechs  Gleichungen  der  Impedanzform  (3.42)  sowie  den  Beziehungen 
(3.48)  und  (3-49)  ergeben  sich  neun  Gleichungen.  Sie  ermoglichen  es,  mit  den  oberspannungs- 
seitig  eingepragten  Nullspannungen  die  jeweils  drei  Strome  ober-  und  unterspannungsseitig 
sowie  die  Spannungen  an  den  drei  Unterspannungswicklungen  zu  bestimmen.  Dabei  nimmt 
das  neundimensionale  Gleichungssystem  die  Gestalt 
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3  Berechnung  der  Streu-  und  Nullinduktivitaten  sowie  der  Kurzschlussverluste 


/  £\\  £l2  £\Z  —14  £l5  £\6  0  o  0  > 

^  Xos.oi  ^ 

(  U-osfi  \ 

£ 21  £22  £iz  £i\  £25  £26  000 

—OS,02 

U-OS,Q 

£31  £z2  £-ZZ  £z4  £-35  £-36  ooo 

L os, 03 

lLos,o 

£41  £42  £43  £—\\  £aS  £-46  - 1  0  0 

Xus,oi 

0 

£51  £52  £$z  £54  £55  £-56  0  —1  0 

XuS  ,02 

- 

0 

£61  £j62  —63  —64  i^65  ^66  ^  ^  —1 

Xus, 03 

0 

0  0  0  1  -1  0000 

&JS,01 

0  ! 

00001-1000 

£XuS,02 

0 

VOOOOOOlliy 

\  X^US,03  ) 

\  0  j 

(3.50) 

an.  Wenn  mit  £  die  Inverse  der  Systemmatrix  des  Gleichungssystems  (3.50)  bezeichnetwird, 
ergeben  sich  die  gesuchten  Nullstrome  und  -spannungen  aus  der  Multiplikation  von  Y  mit 
dem  inhomogenen  Vektor  des  Gleichungssystems  (3.50).  Da  nur  die  ersten  drei  Zeilen  dieses 
Vektors  belegt  sind,  werden  auch  hier  nicht  alle  Elemente  der  Matrix  Y  zur  Bestimmung 
der  Losung  benotigt.  Wie  schon  bei  der  Kurzschlussreaktanz  gehen  aber  alle  Elemente  der 
Systemmatrix  in  die  Bildung  der  Inversen  ein.  Mit  i—  1, 2, 3  ergeben  sich 


Xos,0i  —  ( 

£i,l  +  Zi,2  +  £,3)  •  U-OSfii 

(3.51) 

Xus,0i  =  ( 

Za+i,l  +  £3+1,2  +  £3+1,3)  *  £-OS$ 

(3.52) 

sowie 

— US,0i  =  ( 

^6+i,l  +  6+i,2  +  ^6+1,3)  '  £XoS,0 

(3.53) 

als  Losung.  Bezeichnet  man  anschlieBend  mit 

j  _i 
ios,o  —  3 

(XoS,01  +  XoS,02  +  XoS,03) 

(3.54) 

den  Mittelwert  der  in  den  Oberspannungswicklungen  flieBenden  Nullstrome,  so  erhalt  man 
fur  die  Nullimpedanz  des  TYansformators  die  bekannte  Beziehung 


Z0  =  =^.  (3.55) 

Xos,o 

Da  auch  diese  Impedanz  einen  vernachlassigbaren  ohmschen  Anteil  aufweist,  wird  gewohn- 
lich  nur  die  Nullreaktanz  Xo  verwendet.  Ublicherweise  bezieht  man  die  Nullreaktanz  auf  die 
Kurzschlussreaktanz  und  gibt  das  Verhaltnis  Xq/X^  an. 

Fur  die  Bestimmung  der  Nullinduktivitaten  von  Transformatoren  der  Schaltgruppe  YNy 
ist  die  bisherige  Rechnung  nur  geringfiigig  zu  andern.  So  konnen  sich  bei  einer  sternformig 
geschalteten  Unterspannungswicklung  im  Leerlauf  dort  keine  Strome  ausbilden.  Mithin  gilt 

Xus,oi  =  —US, 02  —  —US ,03  ”  (3.56) 
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3.3  Ergebnisse  der  Berechnungen  am  Beispiel  eines  realen  110-kV-/10-kV-Transformators 


Unter  diesen  Bedingungen  kann  die  Gleichung  (3.48)  beibehalten  werden.  Ersetzt  man  die 
Gleichung  (3.49)  durch 

Xus, oi  “  0,  (3.57) 

so  ergibt  sich  im  Gleichungssystem  (3.50)  nur  eine  Anderung  in  der  letzten  Zeile  der  System- 
matrix.  Diese  Zeile  wird  im  Falle  eines  YNy-Transformators  identisch  Null  bis  auf  eine  Eins 
in  der  vierten  Spalte,  die  dem  Strom  Jus  01  zugeordnet  ist.  Dann  kann  die  weitere  Rechnung 
wie  oben  beschrieben  durchgefiihrt  werden. 

Am  Beispiel  eines  realen  110-kV-/10-kV-Transformators  sollen  nun  die  Streuinduktivitat 
und  Kurzschlussverluste  sowie  bei  dreiphasigen  Modellen  auch  die  Nullinduktivitat  numme- 
risch  bestimmt  werden. 

3,3  Ergebnisse  der  Berechnungen  am  Beispiel  eines  realen 
1 10-kV-  /  10-kV-Transformators 

Anhand  realer  Transform  atoren,  deren  Streuinduktivitaten  als  Messwerte  vorliegen,  wird 
gezeigt,  dass  man  mit  der  Randelementmethode  die  Streuinduktivitat  von  Leistungstrans- 
formatoren  ohne  jegliche  Erfahrungsfaktoren  mit  einer  ahnlichen  Genauigkeit  wie  bei  einer 
Messung  bestimmen  kann. 

Als  erstes  wird  ein  dreischenkliger  110-kV-/10-kV-Transformator  mit  40  MVA  Bemessungs- 
leistung  untersucht.  Er  weist  die  Schaltgruppe  YNd5  sowie  einen  Stufenschalter  mit  einem 
Regelbereich  von  etwa  ±15  %  auf.  Die  Oberspannungswicklung  besteht  aus  einer  Stamm- 
wicklung  mit  rund  55  Scheiben  und  die  Grob-  und  Feinstufenwicklungen  des  Stufenschalters 
aus  ca.  160  bzw.  140  Windungen.  Die  Starnmwieklung  enthalt  zwei  parallele  Windungs- 
striinge  mit  je  770  Windungen.  Dagegen  verfiigt  die  Unterspannungswicklung  uber  zwei 
parallele  Strange  aus  je  ungefahr  150  Windungen  in  3  Lagen.  Diese  Windungen  sind  als 
Drill-Leiter  ausgefiihrt,  die  jeweils  mehr  als  20  Teilleiter  aufweisen. 

Zu  modellieren  sind  damit  ungefahr  7850  Windungen.  Wie  bereits  im  Abschnitt  2.3  ab- 
geschatzt  ist,  ergeben  sich  bei  vollstandigen  Modellierungen  eines  solchen  Transformators 
lineare  Gleichungssysterne  von  mehreren  Hunderttausend  Gleichungen.  Fur  die  praktische 
Anwendung  des  hier  vorgestellten  Verfahrens  ist  es  wichtig,  wie  genau  der  Transforma- 
tor  tatsachlich  nachgebildet  werden  muss,  um  zuverlassig  Streuinduktivitaten  berechnen 
zu  konnen.  Im  Folgenden  werden  deshalb  Modelle  mit  unterschiedlicher  Detailgenauigkeit 
untersucht. 

3.3.1  Modellierungsstufen  des  110-kV-/10-kY~Transformators 

Um  in  den  folgenden  Abschnitten  die  Ergebnisse  der  Berechnungen  mit  der  Randelement¬ 
methode  tibersichtlich  in  Tabellen  darstellen  zu  konnen,  werden  hier  zunachst  die  sieben 
verwendeten  Modelle  des  untersuchten  110-kV-/10-kV-Transformators  beschrieben.  Dabei 
werden  zum  einen  die  physikalischen  Parameter,  zum  anderen  die  Geometrie  der  Modelle 
erlautert, 

Aus  den  Materialkonstanten  der  Leiter  lassen  sich  die  physikalischen  Eigenschaften  der  Mo¬ 
delle  direkt  bestimmen.  Fur  die  Windungen  aus  Kupfer  werden  Leiter  mit  einer  elektrischen 
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3  Berechnung  der  Streu-  und  Nullinduktivitaten  sowie  der  Kurzschlussverluste 


Leitfahigkeit  von  a  =  5, 6  •  107  f^m-1  und  einer  relativen  magnetischen  Permeabilitat  von 
fir  =  1  gewahlt,  wahrend  der  Eisenkern  mit  =  5000  nachgebildet  wird.  Bei  der  elektri- 
schen  Leitfahigkeit  des  Eisenkerns  muss  man  jedoch  von  der  tatsachlichen  abweichen.  Die 
Transformatorenkerne  sind  geblecht,  um  Wirbelstrome  zu  reduzieren.  Diese  Blechung  kann 
in  dem  verwendeten  Modeil  nicht  erfasst  werden.  Durch  die  Wahl  einer  niedrigen  elektri- 
schen  Leitfahigkeit  von  cr  =  1  £Tr1m~1  werden  die  Wirbelstrome  kiinstlich  herabgesetzt;  eine 
Leitfahigkeit  von  a  =  0  fiihrt  jedoch  auf  eine  Singularitat.  Wie  die  Ergebnisse  zeigen,  kann 
die  Eisenleitfahigkeit  in  einem  grofien  Bereich  schwanken,  ohne  dass  die  Resultate  wesentlich 
beeinflusst  werden.  Insofern  ist  diese  Maftnahme  unproblematisch.  Alle  Rechnungen  werden 
bei  einer  Frequenz  von  50  Hz  durchgefiihrt. 

Uber  die  physikalischen  Daten  der  Leiter  hinaus  ist  zusatzlich  die  Geometrie  der  sieben 
Modelle  zu  erfassen.  In  dieser  Hinsicht  ist  das  Modeil  1  das  grobste,  wahrend  das  Modeil  7 
fast  alle  Windungen  des  Transformators  enthalt.  Dabei  sind  alle  Modelle  dreiphasig  nach¬ 
gebildet,  genauso  wie  das  in  Abbildung  3.9  gezeigte  Modeil  1.  Vom  Modeil  1  unterscheiden 
sich  die  feineren  Darstellungen  des  Transformators  nur  durch  die  grofterfe  Anzahl  an  Leitern 


Bild  3.10:  Einphasiges  Modeil  1  des  110-kV-/10-kV-Transformators  a)  mittlere,  b)  aufiere  Phase. 
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3.3  Ergebnisse  der  Berechnungen  am  Beispiel  eines  realen  110-kV-/lQ-kV-Transformators 


in  den  einzelnen  Wicklungen.  Aufierdem  sind  in  den  Modellen  5  bis  7  die  einzelnen  Scheiben 
der  Oberspannungswicklung  nicht  mehr  alle  identisch,  sondern  der  Realitat  entsprechend  in 
den  oberen  und  unteren  Scheiben  mit  breiteren  und  dafiir  nicht  so  hohen  Lei  tern  nachge- 
bildet.  Angesichts  der  Tatsache,  dass  diese  Details  selbst  aus  Ubersichtsabbildungen  nicht 
zu  entnehmen  waren,  wird  auf  solche  fur  die  feineren  Modelle  verzichtet.  Der  Tabelle  3.1 
konnen  die  Windungszahlen  der  einzelnen  Modelle  entnommen  werden. 


Modell 

Nr. 

Windungen 

Feinstufen- 

wicklung 

Windungen 

Grobstufen- 

wicklung 

Windungen 

Oberspannung 

Windungen 

Unterspannung 

Summe  der 
Windungen 

1 

72 

80 

392 

294 

838 

2 

144 

160 

770 

294 

1368 

3 

144 

160 

1540 

294 

2138 

4 

144 

160 

1540 

1176 

3020 

5 

144 

160 

1522 

2352 

4178 

6 

144 

160 

1522 

4704 

6530 

7 

144 

160 

1522 

5880 

7706 

Tabelle  3.1:  Modellierte  Windungen  in  den  verschiedenen  Modellen  des  110-kV-/10-kV-Transformators. 


Wie  bereits  angesprochen,  lasst  die  gro!3e  Zahl  der  nachzubildenden  Leiter  keine  vollstandige 
Modellierung  des  untersuchten  110-kV-/10-kV-Transformators  mit  alien  drei  Phasen  auf  den 
derzeit  zur  Verfiigung  stehenden  Rechnern  zu.  Dieses  wird  vermutlich  in  wenigen  Jahren 
der  Fall  sein;  doch  bis  dahin  muss  die  Anzahl  der  Gleichungen  reduziert  werden.  Wenn 
man  nur  die  mittlere  Phase  nachbildet,  verringert  sich  die  Anzahl  der  Leiter  urn  den  Faktor 
drei.  Durch  die  dann  vorhandene  Symmetrie  wird  nochmals  der  Faktor  zwei  eingespart.  Da 
der  benotigte  Speicher  ungefahr  quadratisch  mit  der  Zahl  der  Gleichung  wachst,  benotigt 
man  fur  ein  einphasiges  Modell  wie  in  Abbildung  3.10a  nur  rund  3  %  des  Speichers  der 
vollstandigen  Modellierung.  Man  kann  aber  auch  eine  der  beiden  aufleren  Phasen  alleine 
berechnen  (vgl.  Abbildung  3.10b).  Hier  ist  keine  Symmetrie  vorhanden,  also  reduziert  sich 
der  Speicherbedarf  nur  auf  rund  11  %. 

Mit  den  zuganglichen  Rechnerresourcen  sind  diese  beiden  Arten  einphasiger  Modelle  fur  alle 
sieben  Modellierungsstufen  berechnet  worden.  Inwieweit  die  dabei  bestimmten  Streuinduk- 
tivitaten  im  Vergleich  mit  dreiphasig  ermittelten  Werten  noch  aussagekraftig  sind,  zeigt  der 
folgende  Vergleich. 


3.3.2  Einphasig  ermittelte  Streuinduktivitaten 

Im  vorangegangenen  Abschnitt  sind  sieben  Modelle  vorgestellt  worden,  die  den  hier  unter¬ 
suchten  110-kV-/10-kV-Transformator  zunehmend  genauer  nachbilden.  Mit  diesen  Modellen 
sind  zunachst  einphasige  Berechnungen  der  Streuinduktivitat  durchgefiihrt  worden.  Tabelle 

3.2  zeigt  den  Bedarf  an  Rechenzeit  und  Speicherplatz. 

Den  hier  dargestellten  Rechnungen  liegen  einheitliche  Randelement-Verteilungen  zu  Grunde. 
Jeder  Leiter  ist  mit  einem  Randelement  pro  Seite  dargestellt  worden,  wahrend  die  Rander 
des  Eisenkerns  pro  Seite  in  zehn  Randelemente  eingeteilt  worden  sind.  Auf  diese  Weise 
sind  alle  Rechnungen  in  diesem  Abschnitt  direkt  vergleichbar.  Im  nachsten  Abschnitt  wird 
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Modell-Nr. 

Randelemente 

Rechner 

CPU-Zeit 

Speicher 

■■■■ 

6824 

HP-V2250 

10  min 

249  MB 

11064 

HP-L2000 

15  min 

663  MB 

17224 

HP-V2250 

142  min 

1618  MB 

24280 

HP-V2250 

395  min 

3225  MB 

33752 

HP-V2250  1 

1028  min 

6422  MB 

52568  1 

HP-V2250 

2750  min 

16142  MB 

61976 

HP-N4000 

5045  min 

22049  MB 

Tabelle  3.2:  Laufzeiten  und  Speicherbedarf  der  einphasigen  Modelle  des  110-kV-/10-kV~Transformators  bei 
Nachbildung  der  mittleren  Phase. 


zwischen  Rechnungen  mit  mehr  modellierten  Leitern  aus  wenigen  Randelementen  und  sol- 
chen  mit  weniger  Leitern  aus  mehr  Randelementen  verglichen.  Mit  den  verwend&ten  zehn 
Randelementen  macht  man  zwar  bei  den  berechneten  Elementen  der  Induktivitatsmatrix 
moglicherweise  einen  geringen  Fehler  von  wenigen  Prozent,  die  Streuinduktivitaten  oder 
spater  auch  die  Verluste  andern  sich  bei  feinerer  Diskretisierung  des  Eisenkerns  jedoch  nicht 
mehr. 

Fur  den  untersuchten  110-kV-/10-kV-Transformator  liegen  Messungen  der  relativen  Kurz- 
schluss-Spannungen  fur  insgesamt  drei  Stellungen  des  Stufenschalters  vor.  Neben  der  Mit- 
tenstellung  sind  dies  die  beiden  Extremstellungen  mit  maximaler  bzw.  minimaler  Windungs- 
zahl.  Fur  diese  drei  Falle  sind  jeweils  die  Streuinduktivitaten  mit  der  Randelementmethode 
nummerisch  bestimmt  worden.  Dabei  muss  jedoch  nur  eine  Feldberechnung  durchgefiihrt 
werden,  denn  die  unterschiedlichen  Stellungen  des  Stufenschalters  lassen  sich  durch  ein  ent- 
sprechendes  Auswerten  und  Zusammenfassen  der  Induktivitatsmatrix  (3.22)  auf  der  Ebene 
der  Leiterpaare  bzw.  Windungen  simulieren.  Die  in  der  nachfolgenden  Tabelle  3.3  aufgefiihr- 
ten  Ergebnisse  lieflen  sich  folglich  durch  jeweils  eine  Rechnung  mit  den  obigen  Systeman- 
forderungen  bestimmen. 


Modell-Nr. 

Uk  bei  Stufenschalter 
in  Mittenstellung 

Uk  bei  maximaler 
Ubersetzung 

Uk  bei  minimaler 
Ubersetzung 

1 

14,98  % 

13,82  % 

2 

14,57  % 

13,34  % 

3 

14,66  % 

16,13  % 

4 

15,31  % 

16,83  % 

14,11  % 

5 

17,49  % 

14,79  % 

6 

■ 

17,49  % 

14,78  % 

7 

17,48  % 

14,76  % 

Messwert 

15,87  % 

17,53  % 

■  14,59  % 

Tabelle  3.3:  Nummerisch  ermittelte  relative  Kurzschluss-Spannungen  aller  drei  Stufenschaiterstellungen  fiir 
die  mittlere  Phase  des  110-kV-/10-kV-Transformators  bei  alleiniger  Modellierung  dieser  Phase. 


Bemerkenswert  ist  der  Sprung  in  der  Qualitat  der  Ergebnisse  zwischen  dem  dritten  und  dem 
vierten  Modell.  Die  beiden  Modelle  unterscheiden  sich  im  Wesentlichen  in  der  Darstellung 
der  Unterspannungswicklung.  Das  vierte  Modell  enthalt  erstmals  Drill-Leiter.  Zwar  sind  die 
Windungen  nur  in  vier  Teilleiter  eingeteilt;  Wirbelstrome  in  diesen  Leitern  werden  jedoch 
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schon  wesentlich  realitatsnaher  beriicksichtigt.  Mit  einem  weiteren  Schritt  der  Verfeinerung 
-  nun  acht  Teilleiter  in  den  Unterspannungswindungen  -  ist  praktisch  die  Konvergenz  bei 
den  Ergebnissen  erreicht. 

Heute  konnen  die  Modelle  4  und  5  durchaus  auf  Workstations  gerechnet  werden,  die  weit 
unterhalb  der  Leistungsklasse  der  Grofirechner  liegen.  Die  Speicheranforderungen  lassen  sich 
groBtenteils  durch  giinstigen  Festplattenspeicher  befriedigen;  nur  die  erhohte  Rechenzeit 
muss  in  Kauf  genommen  werden. 

Die  geringe  relative  Abweichung  der  nummerisch  ermittelten  relativen  Kurzschluss-Spannun- 
gen  von  den  Messwerten  zeigt,  wie  gut  die  Randelementmethode  fur  diese  Berechnungen  ge- 
eignet  ist.  Fur  die  Mittenstellung  des  Stufenschalters  liegt  der  Messwert  urn  0,8  %  unter  dem 
Ergebnis  der  Randelementmethode,  wenn  man  das  detaillierteste  Modell  zu  Grunde  legt.  Die 
beiden  anderen  Stufenschalterstellungen  weisen  berechnete  Kurzschluss-Spannungen  auf,  die 
um  0,3  %  unter  bzw.  um  1,1  %  fiber  den  Messwerten  liegen. 

An  dieser  Stelle  sei  noch  einmal  darauf  hingewiesen,  dass  in  die  Ergebnisse  keinerlei  Erfah- 
rungsfaktoren  eingehen.  Auflerdem  ist  nur  die  mittlere  Phase  nachgebildet  worden,  so  dass 
die  Einfliisse  der  beiden  aufleren  nicht  beriicksichtigt  werden  konnen.  Diese  Einschrankung 
ist  ebenfalls  in  der  Feldberechnung  nach  [1]  gemacht  worden.  Wesentlichen  Einfluss  auf  die 
Qualitat  der  Ergebnisse  hat  die  oben  diskutierte  energiegewichtete  Windungslange  /eg,  die 
statt  einer  rein  geometrisch  gemittelten  Lange  verwendet  wird.  Wie  theoretisch  erwartet, 
ist  diese  Art  der  Mittelung  im  Wesentlichen  unabhangig  von  der  Detailtreue  des  Modells. 
Durch  die  Tabelle  3.4  wird  dieses  bestatigt.  Die  Schwankungen  der  in  die  Streuindukti- 
vitatsberechnung  eingehenden  Langen  le g  liegt  bei  unter  0,5  %  fur  die  sieben  betrachteten 
Modelle.  Zum  Vergleich  dazu  weisen  die  Unterspannungswicklung  in  ihrem  geometrischen 
Mittelpunkt  einen  Umfang  von  etwa  2,10  m  und  die  Oberspannungswicklung  von  etwa 
2,84  m  auf. 


Modell-Nr. 

Energiegewichtete 
Windungslange  leg 

1 

2,51232  m 

2 

2,50993  m 

3 

2,50996  m 

4  i 

2,50128  m 

5 

2,50424  m 

6 

2,50706  m 

7 

2,50764  m 

Tabelle  3.4:  Energiegewichtete  Lcinge,  bei  verschiedenen  Modellen  des  110-kV-/10-kV-Transformators  er- 
mittelt. 

Nachdem  die  bisherigen  Ergebnisse  gezeigt  haben,  dass  es  prinzipiell  moglich  ist,  die  Streuin- 
duktivitaten  von  Leistungstransformatoren  mit  der  Randelementmethode  zu  bestimmen, 
soil  die  Berechnung  nun  moglichst  noch  genauer  gestaltet  werden.  Als  erstes  wird  dazu  die 
zweite  mogliche  einphasige  Modellierung  gemaft  Abbildung  3.10b  untersucht.  Dabei  wird 
allein  eine  Phase  auf  dem  aufieren  Schenkel  nachgebildet. 

In  diesem  Fall  kann  keine  Symmetrie  mehr  ausgenufczt  werden,  so  dass  sich  die  Anzahl  der 
Gleichungen  gegeniiber  den  einphasigen  Modellen  mit  der  mittleren  Phase  um  den  Faktor 
zwei  erhoht.  Als  Konsequenz  daraus  steigen  die  benotigten  Systemressourcen  stark  an,  wie 
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die  folgende  Tabelle  3.5  zeigt. 


Modell-Nr. 

Randelemente 

Rechner 

CPU-Zeit 

Speicher 

1 

6824 

HP-V2250 

30  min 

744  MB 

11064 

HP-V2250 

114  min 

1955  MB 

■ 

17224 

HP-V2250 

798  min 

2821  MB 

24280 

HP-V2250 

2076  min 

10301  MB 

33752 

NEC  SX-4 

1346  min 

20146  MB 

!  6 

52568 

HP-N4000 

10121  min 

46560  MB 

Tabelle  3.5:  Laufzeiten  und  Speicherbedarf  der  einphasigen  Modelle  des  110-kV-/10-kV-Tlransformators  bei 
Nachbildung  der  aufieren  Phase. 

Bei  der  Berechnung  der  relativen  Kurzschiuss-Spannung  allein  fiir  eine  aufiere  Phase  erge- 
ben  sich  prinzipiell  geringere  Werte  fur  uk  als  bei  der  mittleien  Phase.  In  der  Tabelle  3.6 
liegen  die  Ergebnisse  durchschnittlich  etwa  1,8  %  unterhalb  der  oben  fiir  die  mittlere  Phase 
angegebenen  Kurzschluss-Spannungen. 


Modell-Nr. 

uk  bei  Stufenschalter 
in  Mittenstellung 

bei  maximaler 
Ubersetzung 

uk  bei  minimaler 
Ubersetzung 

14,73  % 

16,08  % 

13,62  % 

1 

14,32  % 

15,72  % 

13,15  % 

15,81  % 

13,28  %  ' 

15,36  % 

16,78  % 

mmsE wmm 

1 

15,69  % 

14,56  % 

>'  -y*: 

15,59  % 

14,42  % 

15,87  % 

17,53  % 

Tabelle  3.6:  Nummerisch  ermittelte  relative  Kurzschluss-Spannungen  aller  drei  Stufenschalterstellungen  fiir 
die  aufiere  Phase  des  110-kV-/10-kV-Transformators  bei  alleiniger  Modellierung  dieser  Phase. 

Physikalisch  lassen  sich  die  kleineren  relativen  Kurzschluss-Spannungen  der  aufieren  Wick- 
lungsstrange  einerseits  auf  die  stark  verringerte  Hauptinduktivitat  zuriickfuhren.  Bei  einem 
Transformator  mit  einem  Dreischenkelkern  ohne  Beriicksichtigung  von  Stofifugen  in  den 
Blechen  schliefien  sich  die  Feldlinien  einer  aufieren  Wicklung  tiber  einen  viel  langeren  Ei- 
senweg.  Dadurch  reduzieren  sich  die  magnetischen  Leitwerte  der  Wicklung  und  mit  ihnen 
die  Hauptinduktivitat  auf  etwa  25  %  des  Wertes  der  mittleren  Wicklungen,  wie  die  Be- 
rechnungen  ergeben  haben.  Eine  so  merklich  verringerte  Hauptinduktivitat  wirkt  sich,  wie 
aus  dem  einphasigen  T-Ersatzschaltbild  des  Transformators  in  Abbildung  3.1  ersichtlich, 
dann  auch  auf  die  Kurzschiuss-Spannung  aus,  well  die  Gesamtimpedanz  im  Kurzschlussfall 
reduziert  ist.  Andererseits  weisen  die  aufieren  Wicklungsstrange,  die  teilweise  aufierhalb  des 
Eisenkerns  liegen,  auch  ein  anderes  Streufeld  als  der  in  der  Mitte  liegende  Strang  auf.  Bei 
dreiphasigen  Modellen  fallen  diese  Asymmetrien  jedoch  deutlich  geringer  aus,  wie  die  Be- 
rechnungen  spater  zeigen  werden. 

Bisher  sind  die  relativen  Kurzschluss-Spannungen  fiir  die  mittlere  und  die  beiden  aufieren 
Phasen  getrennt  berechnet  worden.  Ublicherweise  gibt  man  auch  bei  dreiphasigen  Trans- 
formatoren  nur  eine  Kurzschiuss-Spannung  an.  Gemafi  DIN  VDE  0532  Teil  101  [16]  wird 
die  Mittelung  nicht  prazise  vorgeschrieben.  Wenn  man  also  jede  Phase  mit  dem  gleichen 
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Gewicht  in  den  Mittelwert  eingehen  lasst,  so  muss  die  relative  Kurzschluss-Spannung  der 
aufteren  Phase  zweifach  gewichtet  werden.  Die  Ergebnisse  einer  soichen  Mittelung  sind  in 
Tabelle  3.7  dargestellt. 


Modell-Nr. 

Uk  bei  Stufenschalter 
in  Mittenstellung 

Uk  bei  maximaler 
Ubersetzung 

Uk  bei  minimaler 
Ubersetzung 

1 

14,81  % 

16,19  % 

13,69  % 

2 

14,40  % 

15,83  % 

13,21  % 

3 

14,49  % 

15,92  % 

13,34  % 

4 

15,34  % 

16,80  % 

14,17  % 

5 

15,80  % 

17,23  % 

14,64  % 

6 

15,73  % 

17,16  % 

14,53  % 

Messwert 

15,87  % 

17,53  % 

14,59  % 

Tabelle  3.7:  Mittelwert  der  aus  den  einphasigen  Modellierungen  bestimmten  relativen  Kurzschluss- 
Spannungen  aller  drei  Stufenschalterstellungen  des  110-kV-/10-kV-IVansformators. 

Insgesamt  weichen  die  gemittelten  relativen  Kurzschluss-Spannungen  geringfugig  starker  von 
den  Messwerten  ab,  als  es  bei  der  einphasigen  Berechnung  der  mittleren  Phase  allein  der  Fall 
ist.  Sie  liegen  mit  einer  Differenz  von  0,9  %  fur  die  Mittenstellung  des  Stufenschalters,  2,2  % 
fur  die  Maximalstellung  und  0,4  %  fur  die  Minimalstellung  jedoch  nicht  wesentlich  unterhalb 
der  Messwerte.  Beachtet  man  noch  die  Tatsache,  dass  auch  die  Messung  der  Kurzschluss- 
Spannung  den  in  [17]  beschriebenen  Schwierigkeiten  unterliegt  und  damit  fehlerbehaftet  ist, 
so  erscheint  das  Mafl  der  Ubereinstimmung  als  sehr  befriedigend. 

3.3.3  Konvergenzverhalten  einphasig  ermittelter  Streuinduktivitaten 

Im  vorangegangenen  Abschnitt  sind  die  einphasig  berechneten  Streuinduktivitaten  eines 
110-kV-/10-kV-Transformators  erlautert  worden.  Alle  dort  betrachteten  Modelle  waren  mit 
nur  einem  Randelement  pro  Seite  fur  die  Leiter  und  zehn  Randelementen  pro  Seite  beim 
Eisenkern  ausgestattet.  Nun  sollen  Modelle  bei  geringerer  Leiterzahl  mit  mehreren  Randele¬ 
menten  je  Seite  berechnet  werden.  Gesucht  ist  die  Antwort  auf  die  Frage,  ob  man  bei  einer 
gegebenen  Anzahl  an  Randelementen  -  bestimmt  z.B.  durch  feststehende  Systemressourcen 
-  besser  eine  groflere  Anzahl  von  Leitern  nachbildet  oder  mehr  Randelemente  bei  einem 
groberen  Modell  eingesetzt  werden. 

Als  Vergleichsmafistab  wird  die  relative  Kurzschluss-Spannung  fiir  die  Mittenstellung  des 
Stufenschalters  herangezogen,  die  sich  aus  einphasigen  Nachbildungen  der  mittleren  Phase 
ergibt.  Dafiir  bestimmte  Werte  sind  der  Tabelle  3.3  des  vorigen  Abschnittes  zu  entnehmen. 
Der  erste  Vergleich  wird  mit  dem  Modell  1  durchgefiihrt,  dessen  Randelementezahl  sukzes- 
sive  bis  auf  den  Faktor  zehn  erhoht  worden  ist.  Damit  liegt  die  Anzahl  der  verwendeten 
Randelemente  sogar  liber  der  von  Modell  7.  Wie  in  der  Tabelle  3.8  zu  sehen,  stellt  sich  im 
untersuchten  Bereich  zwar  eine  Konvergenz  des  Ergebnisses  ein,  jedoch  bleibt  eine  recht 
grofie  Abweichung  von  3,5  %  bezogen  auf  den  Messwert  erhalten. 

Damit  kann  festgehalten  werden,  dass  man  mit  zu  groben  Modellen  trotz  groBerer  Randele¬ 
mentezahl  je  Seite  die  Genauigkeit  von  feineren  Modellen  mit  vergleichbarer  Randelemente¬ 
zahl  nicht  erzielen  kann.  Allerdings  konnen  Modelle,  die  eine  gewisse  Detailtreue  aufweisen, 
durchaus  die  Ergebnisse  der  feinsten  Modelle  erreichen.  In  der  nachfolgenden  Tabelle  3.9  sind 


56 


3  Berechnung  der  Streu-  und  Nullinduktivitaten  sowie  der  Kurzschlussverluste 


Randelemente 

uk 

6824 

14,98  % 

13648 

15,12  % 

20472 

15,21  % 

27296 

15,25  % 

34120 

15,29  % 

40944 

15,30  % 

47768 

15,32  % 

54592 

15,33  % 

61496 

15,33  % 

68240 

15,34  % 

Tabelle  3.8:  Konvergenzverhaiten  der  relativen  Kurzschluss-Spannung  bei  Erhohung  der  Randeleraentezahl 
am  Beispiel  des  Modells  1  des  110-kV-/10-kV-Transformators. 


die  berechneten  relativen  Kurzschluss-Spannungen  fur  das  Modell  4  bei  Verwendung  von  bis 
zu  der  dreifachen  Anzahl  Randelemente  dargestellt.  Die  so  bestimmten  Werte  fiir  u ^  liegen 
zum  Teil  sogar  dichter  an  den  Messwerten  als  die  mit  den  Modellen  5  bis  7  bestimmten. 


Randelemente 

Uk 

24280 

15,31  % 

48560 

15,62  % 

72840 

15,71  % 

Tabelle  3.9:  Konvergenzverhalten  der  relativen  Kurzschluss-Spannung  bei  Erhohung  der  Randelementezahl 
am  Beispiel  des  Modells  4  des  110-kV-/10-kV-Transformators. 

In  Abbildung  3.11  sind  die  berechneten  relativen  Kurzschluss-Spannungen  liber  der  Anzahl 
der  Randelemente  noch  einmal  zusammenfassend  dargestellt.  Man  erkennt  die  Konvergenz 
sowohl  bei  Verfeinerung  der  Modelle  sowie  bei  Erhohung  der  Randelementezahl.  Jedoch 
wird  ebenfalls  deutlich,  dass  sich  Modell  1  nicht  zur  Bestimmung  praziser  Streuindukti- 
vitaten  eignet.  Eine  Modellierung  sollte  mindestens  so  genau  sein,  dass  alle  Windungen 
nachgebildet  und  Drill-Leiter  zumindest  teilweise  beriicksichtigt  werden.  Ob  man  die  Rand¬ 
elemente  danach  eher  auf  etwas  weniger  Leiter  verteilt  oder  stattdessen  mehr  Leiter  mit 
weniger  Randelementen  pro  Seite  verwendet,  kann  nicht  abschliefiend  entschieden  werden. 
Festzuhalten  bleibt  die  Tatsache,  dass  eine  Erhohung  der  Randelementezahl  bei  ansonsten 
gleicher  Modellierung  zu  einer  hoheren  berechneten  Streuinduktivitat  fiihrt.  Die  Tabellen 
3.8  und  3.9  belegen  dieses  Verhalten.  Es  ist  eine  bei  alien  Streuinduktivitatsberechnungen 
mit  der  Randelementmethode  beobachtete  Erscheinung,  dass  sich  die  Ergebnisse  von  unten 
dem  Grenzwert  nahern.  Aus  den  bisherigen  Rechnungen  konnen  ebenfalls  Aussagen  iiber 
die  Kurzschlussverluste  gewonnen  werden,  die  im  Folgenden  dargestellt  sind. 


3.3.4  Bestimmung  der  Kurzschlussverluste  bei  einphasigen  Modellen 

Aussagen  iiber  die  Kurzschlussverluste  erhalt  man,  indem  anstelle  des  Imaginarteils  bei 
den  Impedanzen  der  Realteil  betrachtet  wird.  Aus  dem  so  bestimmten  Verlustanteil  ur  der 
relativen  Kurzschluss-Spannung  lassen  sich  durch  Gleichung  (3.37)  die  Kurzschlussverluste 
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Bild  3.11:  Berechnete  relative  Kurzschluss-Spannung  u ^  in  Abhangigkeit  von  der  Randelementezahi  fur  die 
Modelle  1  bis  7  sowie  fur  die  Modelle  1  und  4  mit  erhohter  Randelementezahi. 


Pk  bestimmen.  Fur  die  in  diesem  Abschnitt  betrachteten  einphasigen  Modelle  ergeben  sich 
die  in  Tabelle  3.10  dargestellten  Verluste. 


Modell-Nr. 

uT 

Pk 

1 

1,71  % 

682,7  kW 

2 

1,66  % 

663,3  kW 

3 

1,15  % 

461,5  kW 

4 

0,65  % 

259,4  kW 

5 

0,52  % 

206,6  kW 

6 

0,47  % 

187,4  kW 

7 

0,47  % 

178,8  kW 

Messwert 

0,40  % 

158,4  kW 

Tabelle  3.10:  Mit  der  Randelementmethode  bestimmte  Kurzschluss verluste  Pk  des  110-kV-/10-kV-Trans- 
formators. 

Auffallig  sind  hier  die  zum  Teil  extrem  grofien  Verluste  bei  den  Modellen  1  bis  3.  Sie  sind 
durch  die  grobe  Darstellung  vor  allem  der  Unterspannungswicklung  begriindet.  Dort  eritste- 
hen  in  den  viel  zu  grofi  nachgebildeten  Leiter  betrachtliche  Wirbelstrome,  die  diese  Verluste 
verursachen.  Zwischen  den  Modellen  3  und  4  kommt  es  -  wie  bei  den  Streuinduktivitaten  - 
zu  einem  deutlichen  Qualitatssprung  in  den  Ergebnissen.  Durch  die  immer  genauer  nachge¬ 
bildeten  Leiter  der  weiteren  Modelle  gehen  die  Wirbelstromverluste  zuriick,  bis  schliefilich  in 
der  genauesten  Darstellung  die  gemessenen  Verluste  bis  auf  gut  12%  reproduziert  werden. 
An  dieser  Stelle  sei  auf  die  Problematik  der  Messung  der  Verluste  (vgl.  [17])  hingewiesen. 
Im  Vergleich  zu  den  Ergebnissen  der  Streuinduktivitatsberechnung  ist  die  relative  Abwei- 
chung  bei  den  hier  bestimmten  Kurzschlussverlusten  iiberdurchschnittlich  groB.  Jedoch  sind 
die  absoluten  Abweichungen  zwischen  den  berechneten  und  gemessenen  Werten  fur  ur  ahn- 
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lich  grol3,  wie  dieses  bei  uk  der  Fall  ist.  Es  kann  nicht  ausgeschlossen  werden,  dass  hier  die 
Genauigkeitsgrenze  der  verwendeten  Rechner  und  Zahlendarstellung  erreicht  wird,  zumal 
die  spater  bei  der  Kraftberechnung  diskutierten  Genauigkeiten  ebenfalls  in  dieser  Grofien- 
ordnung  liegen.  Fiir  die  Ungenauigkeiten  bei  der  relativen  Kurzschluss-Spannung  u k  konnen 
die  hier  auftretenden  Differenzen  jedoch  kaum  verantwortlich  gemacht  werden,  Der  Einfluss 
von  uT  ist  wegen  des  quadratischen  Zusammenhangs  gemafi  Gleichung  (3.18)  nur  minimal, 
solange  uT  ux  gilt. 

Die  bisherigen  Ergebnisse  reprasentieren  die  gesamten  Kurzschlussverluste.  Daraus  konnen 
die  Zusatzverluste  berechnet  werden.  Ausgehend  von  Gleichung  (3.41)  werden  dafur  die 
Gleichstromverluste  benotigt.  Bekanntlich  sind  diese  aus  den  geometrischen  Abmessungen 
sowie  der  elektrischen  Leitfahigkeit  der  Windungen  gemaft  Gleichung  (3.40)  zu  bestimmen. 
Eine  Feldberechnung  ist  dafiir  nicht  notwendig.  Fur  den  110-kV-/10-kV-Transformator  las- 
sen  sich  die  Gleichstromverluste  so  zu  PG  —  132, 7  kW  bestimmen.  Dem  steht  ein  Messwert 
von  130,7  kW  gegeniiber. 

Abschliefiend  konnen  aus  der  Differenz  der  Kurzschlussverluste  Pk  und  der  Gleichstromver¬ 
luste  PG  die  Zusatzverluste  Pz  berechnet  werden.  Sie  sind  aus  den  Messwerten  mit  27,7  kW 
bestimmt  worden,  wahrend  die  Rechnungen  46,5  kW  liefern.  In  diesem  Fall  resultiert  die 
Abweichung  im  Wesentlichen  aus  den  oben  schon  diskutierten  Ungenauigkeiten  bei  den 
Kurzschlussverlusten.  Der  richtig  berechnete  Anteil  der  Gleichstromverluste  ist  darin  nicht 
mehr  enthalten,  so  dass  die  relative  Abweichung  hier  besonders  groft  wird.  Zu  bedenken  sind 
dabei  aufterdem  diejenigen  Verluste,  die  Kreisstrome  in  parallelen  Zweigen  verursachen.  Sie 
werden  ebenfalls  ais  Zusatzverluste  gewertet.  Solche  Strome  konnen  in  diesem  Modell  nicht 
erfasst  werden.  Im  Weiteren  wird  iiberpruft,  ob  eine  dreiphasige  Nachbildung  die  systema- 
tischen  Fehler  merklich  verringert. 

3.3.5  Dreiphasig  ermittelte  Streuinduktivitaten 

Im  Abschnitt  3.2.1  ist  die  Berechnungsmethode  fur  die  Untersuchung  des  dreiphasigen  Kurz- 
schlussversuchs  beschrieben  worden.  Anzumerken  bleibt,  dass  der  Kernpunkt  der  einpha- 
sigen  Streuinduktivitatsberechnung  -  die  Verwendung  der  energiegewichteten  Lange  leg  - 
auch  hier  in  unveranderter  Form  beibehalten  wird.  Weiterhin  werden  die  Groften  Streuin- 
duktivitat,  Kurzschlussreaktanz  sowie  relative  Kurzschluss-Spannung  synonym  verwendet. 
Verglichen  mit  einphasigen  Rechnungen  sind  bei  dreiphasigen  ein  Vielfaches  der  Systemres- 
sourcen  notwendig.  Aus  der  Tabelle  3.11  ist  zu  ersehen,  dass  nicht  mehr  alle  Modelle  mit 
den  verfugbaren  Ressourcen  berechnet  werden  konnen.  Vermutlich  diirfte  sich  das  schon  in 
wenigen  Jahren  andern. 


Modell-Nr. 

Randelemente 

Rechner 

CPU-Zeit 

Speicher 

1 

20232 

HP-V2250 

602  min 

7977  MB 

2 

32952 

HP-V2250 

2657  min 

20864  MB 

3 

51432 

HP-N4000 

11379  min 

50219  MB 

Tabelle  3.11:  Laufzeiten  und  Speicherbedarf  verschiedener  dreiphasiger  Modelle  des  110-kV-/10-kV- 
Transformators. 

Um  die  Vergleichbarkeit  der  Ergebnisse  zu  gewahrleisten,  sind  auch  hier  alle  Rechnungen 
mit  je  einem  Randelement  pro  Seite  durchgefiihrt  worden.  Auf  den  langeren  Randern  des 
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Eisenkerns  waren  es  wiederum  jeweils  zehn  Randelemente.  Im  Gegensatz  zu  den  einphasigen 
Modellen  sind  hier  die  Moglichkeiten,  die  Randelementezahl  zu  erhohen,  angesichts  der 
groflen  Anzahl  an  Leitern  kaum  vorhanden. 

Bei  dreiphasigen  Rechnungen  miissen  die  bestimmten  relativen  Kurzschluss-Spannungen 
aller  drei  Phasen  zusammengefasst  werden.  Analog  zu  den  einphasigen  Rechnungen  mittelt 
man  auch  hier  die  relativen  Kurzschluss-Spannungen  arithmetisch.  Da  die  Unterschiede 
zwischen  den  drei  Phasen  verhaltnismafiig  gering  sind,  ist  diese  Mittelung  unproblematisch. 
Im  Detail  sind  die  Ergebnisse  der  Tabelle  3.12  zu  entnehmen. 


Modell- 

Nr. 

Uk  bei  Stufenschalter 
in  Mittenstellung 
Mitte  Links  Rechts 

Uk  bei  maxim aler 
Ubersetzung 

Mitte  Links  Rechts 

Uk  bei  minimaler 
Ubersetzung 

Mitte  Links  Rechts 

1 

2 

3  1 

. .  - . i 

14,93  %  14,84  %  14,84  % 
Mittelwert:  14,87  % 
14,44  %  14,42  %  14,42  % 
Mittelwert:  14,43  % 
14,52  %14, 50  %  14,50% 
Mittelwert:  14,51  % 

16,31  %  16,24  %  16,24  % 
Mittelwert:  16,27  % 
15,88  %  15,88  %15,88  % 
Mittelwert:  15,88  %  j 
15,97  %15,96  %15,96  % 
Mittelwert:  15,97  % 

13,87  %13,75  %13,75  % 
Mittelwert:  13,79  % 

13,24  %  13,22  %  13^22  % 
Mittelwert:  13,23  % 
13,37  %13,33  %13,33  % 
Mittelwert:  13,37  % 

Messwert 

15,87  % 

17,53  % 

14,59  % 

Tabelle  3.12:  Nummerisch  ermittelte  relative  Kurzschluss-Spannungen  aller  drei  Stufenschalterstellungen 
des  110-kV-/10-kV-Transformators  bei  dreiphasiger  Modellierung. 


Da  nur  die  ersten  drei  Modelle  zu  untersuchen  sind,  ergeben  sich  groBere  Abweichungen  zu 
den  Messwerten.  Dabei  ist  jedoch  zu  beachten,  dass  sich  auch  bei  den  einphasigen  Rech¬ 
nungen  erst  mit  den  Modellen  4  und  5  die  Ergebnisse  deutlich  verbessert  haben.  Wie  der 
Vergleich  zwischen  den  einphasigen  und  dreiphasigen  Rechnungen  der  Modelle  1  bis  3  in 
der  Tabelle  3.13  zeigt,  stimmen  die  berechneten  relativen  Kurzschluss-Spannungen  bei  al¬ 
ien  Modellen  und  Stufenschalterstellungen  mit  einer  Abweichung  von  deutlich  unter  1  % 
uberein. 


Modell-Nr. 

Abweichung  bei  Stufen¬ 
schalter  in  Mittenstellung 

Abweichung  bei  maxi- 
maler  Ubersetzung 

Abweichung  bei  mini- 
maler  Ubersetzung 

1 

0,41  % 

0,49  % 

0,73  % 

2 

0,21  % 

0,32  % 

0,15  % 

3 

0,14  % 

0,31  % 

0,00  % 

Tabelle  3.13:  Relative  Abweichungen  der  dreiphasig  berechneten  relativen  Kurzschluss-Spannungen  aller 
drei  Stufenschalterstellungen  des  110-kV-/10-kV-Transformators  von  den  einphasig  ermittelten. 


Abschliefiend  bleibt  festzuhalten,  dass  auf  den  verfugbaren  Rechnern  zur  Zeit  keine  detaillier- 
ten  dreiphasigen  Modelle  zu  bearbeiten  sind.  Jedoch  lassen  sich  diese  von  den  berechenbaren 
einphasigen  Nachbildungen  gut  annahern.  Anschliefiend  wird  auf  die  Nullinduktivitaten  von 
Transformatoren  eingegangen. 
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3.3.6  Er  mitt  lung  der  Nullinduktivitaten 

Neben  den  Streuinduktivitaten  kann  man  aus  der  Induktivitatsmatrix  (3.42)  gemaB  Glei- 
chung  (3.55)  auch  die  Nullinduktivitaten  bestimmen.  Im  Gegensatz  zu  den  Streuindukti¬ 
vitaten  konnen  jedoch  keine  detaillierten  einphasigen  Modelle  verwendet  werden.  Stattdes- 
sen  ist  eine  dreiphasige  Rechnung  erforderlich.  Als  erstes  werden  die  ermittelten  Nullinduk¬ 
tivitaten  des  dreischenkligen  110-kV-/10-kV-Transformators  diskutiert. 

In  der  Praxis  ist  es  iiblich,  das  Verhaltnis  der  Null-  zu  der  Kurzschlussimpedanz  des  Mitsys- 
tems  anzugeben.  Fur  die  beiden  Schaltgruppen  YNd  und  YNy  sind  die  fur  die  ersten  drei 
Modellierungsstufen  des  110-kV-/10-kV-Transformators  bestimmten  Werte  in  der  Tabelle 
3.14  angegeben. 


Modell-Nr. 

Xo/Zk  (YNd) 

X0/Xk  (YNy) 

1 

0,62 

3,75 

2 

0,62 

3,77 

3 

0,62 

3,72 

Tabelle  3.14:  Nummerisch  ermitteltes  Verhaltnis  von  Nullreaktanzen  zu  Kurzschlussreaktanzen  fur  die 
Schaltgruppen  YNd  und  YNy  am  Beispiel  des  dreischenkligen  110-kV-/10-kV-Transformators. 

Zunachst  fallt  besonders  die  Konstanz  des  Verhaltnisses  X^jX^  auf.  Die  geringen  Schwan- 
kungen  resultieren  daraus,  dass  sich  die  Kurzschlussimpedanz  von  Modell  zu  Modell  in 
gleichem  Mafie  wie  die  Nullimpedanz  andert.  Daher  ist  zu  vermuten,  dass  auch  bei  den  bis- 
her  nicht  berechenbaren  Modellen  das  Verhaltnis  Y0/Xk  erhalten  bleibt.  Bevor  jedoch  nicht 
das  Modell  4  iiberpriift  worden  ist,  das  beziiglich  des  Streuinduktivitaten  gegeniiber  Mo¬ 
dell  3  eine  deutliche  Verbesserung  in  der  Genauigkeit  darstellt,  kann  hier  keine  abschliefiende 
Aussage  getroffen  worden. 

Fiir  TYansformatoren  mit  Kessel  erwartet  man  nach  [13]  ein  X0/Xk  von  etwa  1,  wenn  die 
Schaltgruppe  YNd  vorliegt,  bzw.  einen  Wert  von  ungefahr  10 ...  14  bei  der  Schaltgrup- 
pe  YNy.  Die  berechneten  Ergebnisse  liegen  in  beiden  Fallen  jedoch  erheblich  niedriger. 
Hauptursache  ist  die  im  Abschnitt  3.2.2  beschriebene  Dreidimensionalitat  der  Nullfelder. 
Aufgrund  der  fehlenden  Phasenverschiebung  schlieBen  sich  die  Felder  uber  die  Luft  (vgl. 
auch  Abbildung  3.7  auf  Seite  47).  Damit  entfallt  die  feldfiihrende  Wirkung  des  Eisenkerns 
in  der  Modellebene.  Der  Einfluss  eines  Kessels  ist  nur  minimal,  da  dieser  im  zweidimensio- 
nalen  Modell  nur  unzureichend  erfasst  wird  (vgl.  Abschnitt  3.2.2).  Somit  konnen  die  mit 
der  zweidimensionalen  Randelementmethode  bestimmten  Nullinduktivitaten  nur  als  orien- 
tierende  Werte  betrachtet  werden.  Genauere  Aussagen  lassen  sich  erst  dann  treffen,  wenn 
zum  Vergleich  Messwerte  herangezogen  werden. 

Wie  ebenfalls  im  Abschnitt  3.2.2  beschrieben,  fiihren  die  zusatzlichen  Schenkel  eines  Fiinf- 
schenkelkernes  dazu,  dass  sich  die  Felder  uber  diese  Schenkel  schlieBen  konnen.  Damit  sollte 
das  zweidimensionale  Modell  bei  diesen  Ausfiihrungen  wieder  besser  gerechtfertigt  sein. 
Um  diese  Frage  zu  klaren,  ist  das  zweite  Modell  des  110-kV-/10-kV-Transformators  um 
zwei  zusatzliche  Schenkel  erweitert  worden.  Fur  diesen  nun  funfschenkligen  Transformator 
hat  sich  fiir  eine  angenommene  Schaltgruppe  YNd  ein  Verhaltnis  Xq/X^  —  0,79  ergeben. 
Zu  erwarten  ware  wie  auch  beim  Dreischenkelkern  ein  Wert  von  etwa  1.  Damit  liegt  das 
Ergebnis  deutlich  naher  am  Richtwert  als  der  Wert  von  A0/Ak  =  0,62  der  dreischenkli¬ 
gen  Kernbauart.  Bei  der  Schaltgruppe  YNy  liegen  die  typischen  Werte  gemafi  [13]  etwa  bei 
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X0/Xk  =  10  . . .  100.  Hier  hat  die  Rechnung  X^/X^  —  1878  ergeben.  Der  zu  hohe  Wert  diirfte 
darauf  zuriickzufiihren  sein,  dass  die  StoBfugen  bei  der  Kernmodellierung  unberiicksichtigt 
geblieben  sind. 

Ohne  einen  Vergleich  mit  Messwerten  kann  keine  abschlieBende  Aussage  liber  die  Qualitat 
der  berechneten  Nullinduktivitaten  getroffen  werden.  Bevor  auf  einen  weiteren  TYansforma- 
tor  eingegangen  wird,  soil  zunachst  ein  systematischer  Fehler,  das  Ausnutzen  von  Symme¬ 
tries  naher  untersucht  werden. 

3.3.7  Fehler  durch  Ausnutzung  der  Symmetric 

Wie  bei  der  Beschreibung  der  Symmetrien  im  Abschnitt  2.3.1  erlautert  worden  ist,  be- 
steht  bei  Querschnitten  durch  reale  Transformatoren  keine  exakte  Symmetric.  Eine  ideal 
gewickelte  Spule  weist  zwischen  dem  Hin-  und  dem  Riickleiter  einen  Versatz  von  einer  hal- 
ben  Windungshohe  auf.  Modelliert  werden  jedoch  zumeist  exakt  symmetrische  Modelle.  um 
die  Anzahl  der  zu  losenden  Gleichungen  niedrig  zu  halten.  Schematisch  sind  diese  beiden 
Geometrien  in  der  Abbildung  3.12  gezeigt. 

In  den  untersuchten  Transformatoren  sind  die  verwendeten  Leiter  jedoch  nur  einen  knap- 
pen  Zentimeter  hoch.  Es  ist  somit  zu  erwarten,  dass  der  dadurch  entstandene  Fehler  zu 
vernachlassigen  ist.  Eine  Untersuchung  der  Einflusse  der  Symmetric  hat  diese  Vermutung 
bestatigt.  Es  sind  mehrere  kleine  Modelle  des  110-kV-/10-kV-Transformators  mit  Verschie- 
bungen  der  Hin-  und  Riickleiter  gegeneinander  um  die  Halfte  der  Windungshohe  durchge- 
rechnet  worden.  Dabei  kann  man  die  Hin-  oder  Riickleiter  entweder  alleine  oder  andererseits 
beide  Windungsteile  in  jeweils  unterschiedliche  Richtungen  verschieben.  1m  ersten  Fall  kann 
die  Verschiebung  nach  unten  oder  oben  durchgefiihrt  werden,  wahrend  im  zweiten  Fall  die 
Auswahl  bleibt,  ob  der  linke  oder  rechte  Teil  nach  oben  verlagert  werden  soli.  SchlieB- 
lich  kann  man  diese  Auswahl  bei  jeder  Wicklung  unabhangig  treffen.  Aus  der  Vielzahl  der 
Moglichkeiten  ergibt  sich,  dass  diese  nicht  alle  bei  Modellen  iiberpriift  werden  konnen.  die 
an  die  Grenzbelastung  der  zur  Verfiigung  stehenden  Rechner  heranreichen. 

Als  Ergebnis  ergibt  sich,  dass  in  keinem  Fall  die  Abweichung  zwischen  den  Streuindukti- 
vitaten  oder  Verlusten  des  symmetrischen  Modells  einerseits  und  des  realistischeren  Modells 
andererseits  iiber  0,1  %  angewachsen  ist.  Ein  systematischer  Fehler  in  dieser  Grofie  ist  zu 
vernachlassigen,  weil  die  Streuinduktivitaten  im  gleichen  Bereich  variieren,  wenn  man  die 
Wicklungen  um  wenige  Millimeter  verschiebt.  Mit  solchen  Toleranzen  ist  ohnehin  zu  rech- 
nen,  weil  die  exakten  Positionen  der  Leiter  nicht  bekannt  sind.  Man  kann  zwar  aus  den 


Bild  3.12:  a)  Modellierte  Windungen  (symmetrisch),  b)  reale  Windungen  (asymmetrisch) . 
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auBeren  Abmessungen  einer  Wicklung  -  einschliefilich  Isolation  und  der  verwendeten  Lei- 
tergroBe  -  eine  realistische  gleichmaBige  Verteilung  der  Leiter  abschatzen,  die  genauen  Po- 
sitionen  unterliegen  aber  auch  Fertigungstoleranzen.  Weiterhin  sind  die  Differenzen  in  den 
bereehneten  Streuinduktivitaten  und  Verlusten  fur  unterschiedlich  detaillierte  Modelle  deut- 
lich  groBer  als  0,1  %.  Insgesamt  bleibt  festzuhalten,  dass  die  Annahme  einer  symmetrischen 
Wicklungsanordnung  zu  keinem  nennenswerten  systematischen  Fehler  fiihrt. 

3.4  Ergebnisse  der  Berechnungen  am  Beispiel  eines  realen 
110-kV- /20-kV-Transformators 

Als  zweites  Beispiel  wird  ein  110-kV-/20-kV-Transformator  ahnlicher  Bauart  wie  der  zuvor 
untersuchte  110-kV-/10-kV-Transformator  betrachtet.  Auch  dieser  Transformator  verfiigt 
iiber  einen  Stufenschalter  mit  knapp  13  %  Regelbereich  sowie  die  Schaltgruppe  YNd5. 
Mit  einer  Bemessungsleistung  von  31,5  MVA  ist  er  jedoch  etwas  kleiner  dimensioniert. 
Der  wesentliche  Unterschied  gegeniiber  dem  ersten  Beispiel  besteht  darin,  dass  die  par- 
allelen  Strange  in  Unter-  und  Oberspannungswicklung  fehlen.  Mit  ca.  740  Windungen  in 
der  Stammwicklung  sowie  etwa  120  in  der  Grob-  und  110  in  der  Feinstufenwicklung  des 
Stufenschalters  besitzt  dieser  Transformator  oberspannungsseitig  ahnlich  viele  Windungen 
wie  der  zuvor  untersuchte  110-kV-/10-kV-Transformator.  Aufgrund  der  doppelt  so  hohen 
Bemessungsspannung  unterspannungsseitig  muss  hier  mit  fast  290  Windungen  in  vier  La- 
gen  auch  etwa  die  doppelte  Anzahl  beriicksichtigt  werden.  Jedoch  sind  die  Drill-Leiter  der 
Unterspannungswicklung  mit  nur  knapp  15  Teilleitern  ausgefuhrt,  so  dass  insgesamt  rund 
5320  Windungen  nachgebildet  werden  mussen.  Da  die  Windungszahl  des  110-kV-/10-kV- 
Transformators  deutlich  unterschritten  wird,  ist  es  moglich,  ein  detaillierteres  dreiphasiges 
Modell  dieses  Transformators  zu  betrachten. 

3.4.1  Modellierungsstufen  des  110-kV-/20-kV-Transformators 

Aufgrund  der  geringeren  Windungszahl  des  110-kV-/20-kV-Transformators  kann  auf  rela- 
tiv  grobe  Modelle  verzichtet  werden.  Die  in  der  Tabelle  3.15  beschriebenen  drei  Modelle 
sind  trotz  ihrer  Genauigkeit  immer  noch  klein  im  Vergleich  zu  denen  des  110-kV-/10-kV- 
Transformators. 


Modell 

Nr. 

Windungen 

Feinstufen¬ 

wicklung 

Windungen 

Grobstufen- 

wicklung 

Windungen 

Oberspannung 

Windungen 

Unterspannung 

Summe  der 
Windungen 

1 

108 

120 

743 

288 

1259 

2 

108 

120 

743 

1728 

|  2699 

3 

108 

120 

743 

3456 

4427 

Tabelle  3.15:  Zahl  modellierter  Windungen  in  den  drei  verschiedenen  Modellen  des  110-kV-/20-kV- 
Transformators. 

Das  zunachst  verwendete  Modell  1  entspricht  in  seiner  Detailtreue  etwa  dem  Modell  3  des 
110-kV-/10-kV-Transformators,  Modell  2  wiederum  dem  Modell  5.  Schliefilich  sind  auch  die 
beiden  detailgetreuesten  Modelle  vergleichbar.  Beztiglich  der  physikalischen  Eigenschaften 
gilt  das  im  Abschnitt  3.3.1  Gesagte. 
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Bild  3.13:  Modell  1  des  110~kV-/20-kV-Transformators. 


In  der  Abbildung  3.13  erkennt  man  im  Modell  1  des  110-kV-/20-kV-Transformators  die 
Leiter  der  Unterspannungswicklung.  Einzelne  Leiter  der  Oberspannungswicklung  konnen 
nicht  mehr  aufgelost  werden.  Sichtbar  ist  jedoch  noch  die  unterschiedliche  Struktur  der 
Scheiben  dieser  Wicklung.  Insgesamt  gibt  es  sechs  Bereiche:  Zunachst  die  oberste  Scheibe, 
dann  zwei  Blocke  aus  je  drei  Scheiben;  nach  dem  Hauptteil  der  Wicklung  folgen  unten  noch 
einmal  vier  identische  Scheiben,  bevor  die  unterste  Scheibe  die  Wicklung  vervollstandigt.  In 
jedem  dieser  Bereiche  sind  die  verwendeten  Leiter  gleich  grofi;  sie  unterscheiden  sich  jedoch 
von  Bereich  zu  Bereich.  Zu  den  Randern  der  Spule  hin  werden  die  Leiter  breiter  und  sind 
daftir  etwas  weniger  hoch. 

Wie  auch  schon  beim  ersten  Beispieltransformator  werden  zunachst  die  einphasigen  Modelle 
diskutiert,  wobei  wiederum  sowohl  die  mittlere  als  auch  eine  aufiere  Phase  betrachtet  wer¬ 
den.  AnschlieBend  werden  die  so  bestimmten  Streuinduktivitaten  wiederum  mit  denen  der 
dreiphasigen  Modelle  verglichen. 


3.4.2  Einphasig  ermittelte  Streuinduktivitaten 

Anhand  der  Modelle  1  bis  3  des  110-kV-/20-kV-Transformators  sind  mit  der  schon  vom 
vorangegangenen  Transformator  her  bekannten  Randelementeverteilung  einphasige  Berech¬ 
nungen  der  Streuinduktivitat  durchgefuhrt  worden.  Mit  3’  und  3”  sind  Varianten  des  Modells 
3  gekennzeichnet,  die  mit  der  doppelten  bzw.  dreifachen  Randelementezahl  berechnet  wor¬ 
den  sind.  Wie  die  Tabelle  3.16  zeigt,  lieB  die  geringe  Leiterzahl  bei  diesem  Transformator 
eine  solche  Erhohung  der  Randelementezahl  -  zumindest  bei  den  einphasigen  Modellen  der 
mittleren  Phase  -  zu. 

Im  Gegensatz  zu  den  Rechnungen  fur  den  110-kV-/10-kV-Transformator  werden  schon  mit 
dem  grobsten  Modell  die  Messwerte  recht  gut  getroffen.  Der  Grund  dafur  ist  wiederum  die 
hohere  Genauigkeit  der  Modelle.  In  der  Tabelle  3.17  sind  die  Ergebnisse  dargestellt.  Hier 
liegen  die  berechneten  relativen  Kurzschluss-Spannungen  bei  alien  drei  Stufenschalterstel- 
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Modell-Nr. 

Randelemente 

Rechner 

CPU-Zeit 

Speicher 

1 

10192 

HP-L2000 

18  min 

561  MB 

2 

21712 

HP-V2250 

275  min 

2576  MB 

3 

35536 

HP-V2250 

1183  min 

7936  MB 

3’ 

71072 

NEC  SX-4 

435  min 

23155  MB 

3” 

106608 

NEC  SX-4 

1915  min 

49377  MB 

Tabelle  3.16:  Laufceiten  und  Speicherbedarf  der  drei  einphasigen  Modelle  des  110-kV-/20~kV-Transformators 
zur  Bestimmung  der  relativen  Kurzschluss-Spannung  der  mittleren  Phase. 


lungen  um  etwa  3,5  %  iiber  den  Messwerten,  wenn  man  das  genaueste  Modeil  betrachtet. 
Obwohl  die  Ergebnisse  des  grobsten  Modells  damit  dichter  an  den  Messwerten  liegen,  soll- 
te  dieser  Tatsache  nicht  zu  viel  Bedeutung  beigemessen  werden,  da  die  Messwerte  auch 
Messfehler  aufweisen. 


Modell-Nr. 

bei  Stufenschalter 
in  Mittenstellung 

Uk  bei  maximaler 
Ubersetzung 

Uk  bei  minimaler 
Ubersetzung 

12,61  % 

13,48  % 

11,89  % 

13,79  % 

12,18  % 

12,92  % 

■  HIM 

12,19  % 

12,96  % 

13,85  % 

12,23  % 

12,98  % 

13,87  % 

12,27  % 

Messwert 

12,52  % 

13,41  % 

11,83  % 

Tabelle  3.17:  Nummerisch  ermittelte  relative  Kurzschluss-Spannungen  aller  drei  Stufenschalterstellungen 
des  110-kV-/20-kV-Transforraators  bei  einphasiger  Modellierung  der  mittleren  Phase. 


Fur  die  Berechnung  des  auBeren  Wicklungsstrangs  kamen  die  Modelle  35  und  3”  nicht  mehr 
in  Betracht,  aber  mit  dem  Modeil  3  konnte  die  fast  vollstandige  Nachbildung  der  Wicklun- 
gen  untersucht  werden.  Einen  Uberblick  iiber  die  benotigten  Rechnerressourcen  fur  diese 
Rechnungen  gibt  die  folgende  Tabelle  3.18. 


Rechner 

CPU-Zeit 

Speicher 

1 

91  min 

1681  MB 

2 

I 

HP-V2250 

845  min 

8253  MB 

3 

NEC  SX-4 

422  min  ■ 

19713  MB 

Tabelle  3.18:  Laufzeiten  und  Speicherbedarf  der  drei  einphasigen  Modelle  des  110-kV-/20-kV-Transformators 
zur  Bestimmung  der  relativen  Kurzschluss-Spannung  der  aufieren  Phase. 

Wie  schon  beim  110-kV-/10-kV-Transformator  liegen  die  fiir  die  auBere  Phase  bestimmten 
relativen  Kurzschluss-Spannungen  erneut  um  etwa  2  %  niedriger  als  die  der  mittleren  Phase. 
Als  Ursache  dafiir  ist  -  wie  oben  diskutiert  -  die  reduzierte  Hauptinduktivitat  durch  den 
verlangerten  Eisenweg  anzusehen.  Dass  die  Reduktion  mit  2  %  sowohl  beim  110-kV-/20-kV- 
Transformator  wie  auch  beim  zuvor  betrachteten  110-kV-/10-kV-Transformator  etwa  gleich 
groB  ist,  liegt  vor  allem  an  den  fast  identischen  Abmessungen  beider  Transform  at  or  en.  Im 
Detail  gibt  die  Tabelle  3.19  die  Ergebnisse  wieder. 
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Modell-Nr. 

uk  bei  Stufenschalter 
in  Mittenstellung 

Uk  bei  maximaler 
Ubersetzung 

Uk  bei  minimaler 
Ubersetzung 

1 

12,41  % 

13,24  % 

11,75  % 

2 

12,67  % 

13,50  % 

11,99  % 

3 

12,70  % 

13,54  % 

12,02  % 

Messwert 

12,52  % 

13,41  % 

11,83  % 

Tabelle  3.19:  Nummerisch  ermittelte  relative  Kurzschluss-Spannungen  aller  drei  Stufenschalterstellungen 
des  110-kV-/20-kV-Transformators  bei  einphasiger  Modellierung  der  aufiere  Phase. 


Modell-Nr. 

Uk  bei  Stufenschalter 
in  Mittenstellung 

Uk  bei  maximaler 
Ubersetzung 

Uk  bei  minimaler 
Ubersetzung 

1 

12,48  % 

13,32  % 

11,80  % 

2 

12,75  % 

13,60  % 

12,05  % 

3 

12,77  % 

13,63  % 

12,07  % 

Messwert 

12,52  % 

13,41  % 

11,83  % 

Tabelle  3.20:  Mittelwert  der  aus  den  einphasigen  Modellierungen  bestimmten  relativen  Kurzschluss- 
Spannungen  aller  drei  Stufenschalterstellungen  des  110-kV-/20-kV-Transformators 


Erneut  werden  die  verschiedenen  einphasigen  Rechnungen  gemittelt.  Diese  Ergebnisse  sind 
in  der  Tabelle  3.20  dargestellt.  Nach  der  Mittelung  ergeben  sich  relative  Kurzschluss-Span¬ 
nungen  fur  die  drei  Stufenschalterstellungen,  die  zwischen  1,6  %  bei  der  maximalen  Uber- 
setzung  und  2,0  %  bei  den  anderen  beiden  Stufenschalterstellungen  oberhalb  der  Messwerte 
liegen.  Beachtet  man  die  bei  den  Ergebnissen  des  110-kV-/10~kV-Transformator  diskutier- 
ten  Fehlerquellen,  bestatigt  sich  die  Randelementmethode  zur  Berechnung  von  Streuinduk- 
tivitaten  wiederum. 


3.4.3  Bestimmung  der  Kurzschlussverluste 

Wahrend  beim  110-kV-/10-kV-Transformator  die  Bestimmung  der  Kurzschlussverluste  Pk 
einem  um  gut  12  %  zu  groflen  Wert  liefert,  ergibt  sich  beim  110-kV-/20-kV-Transformator 
ein  um  7  %  zu  kleiner  Wert,  wie  die  Tabelle  3.21  zeigt. 


Modell-Nr. 

uT 

Pk 

1 

0,75  % 

236,9  kW 

2 

0,35  % 

110,3  kW 

3 

0,38  % 

118,8  kW 

Messwert 

0,41  % 

127,9  kW 

Tabelle  3.21:  Mit  der  Randelementmethode  bestimmte  Kurzschlussverluste  Pk  des  110-kV-/20-kV-Trans- 
formators. 

Dieses  Ergebnis  ist  in  zweierlei  Hinsicht  beachtenswert:  Erstens  konnen  aufgrund  der-Tat- 
sache,  dass  hier  das  berechnete  Pk  zu  klein  ausfallt,  zu  starke  Wirbelstrome  als  Fehlerquelle 
ausgeschlossen  werden.  Andererseits  ist  die  relative  Abweichung  auch  hier  grofi  genug,  dass 
die  zur  Zeit  mogliche  Genauigkeit  zumindest  bei  den  Verlusten  nicht  ausreichend  zu  sein 
scheint. 
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Aus  der  Differenz  der  Kurzschlussverluste  P k  und  der  Gleichstromverluste  PG  ergeben  sich 
nach  Gleichung  (3.41)  die  Zusatzverluste  Pz .  Vom  Hersteller  sind  Gleichstromverluste  von 
98,7  kW  gemessen  worden,  wahrend  die  Berechnung  aufgrund  der  Windungsgeometrie  den 
um  rund  2  %  groBeren  Wert  PG  =  100, 2  kW  liefert.  Auch  hier  weichen  die  berechneten  Zu¬ 
satzverluste  mit  Pz  —  18,6  kW  erheblich  von  den  29,2  kW  ab,  die  vom  Hersteller  bestimmt 
worden  sind.  Der  groBe  relative  Unterschied  zwischen  berechnetem  und  gemessenem  Wert 
ist  -  wie  schon  beim  vorangegangenen  Beispiel  -  darin  begrundet,  dass  die  Zusatzverluste 
Pz  deutlich  kleiner  sind  als  die  Kurzschlussverluste  Pk,  wahrend  der  absolute  Fehler  etwa 
gleich  groB  ist. 

SchlieBlich  soli  noch  ein  dreiphasiges  Modell  des  110-kV-/20-kV-Transformators  untersucht 
werden,  um  an  ihm  die  Gultigkeit  der  einphasigen  Rechnungen  erneut  zu  bestatigen. 

3.4.4  Dreiphasig  ermittelte  Streuinduktivitaten 

Auch  beim  110-kV-/20-kV~Transformator  lieBen  sich  keine  vollstandigen  dreiphasigen  Mo- 
dellrechnungen  durchfuhren.  Da  im  Gegensatz  zum  110-kV-/10-kV-Transformator  jedoch 
keine  ganz  groben  Nachbildungen  untersucht  worden  sind,  blieb  nur  ein  einziges  derzeit  be- 
rechenbares  Modell  iibrig.  Wie  schon  am  Anfang  dieses  Abschnitts  festgestellt,  entspricht 
dieses  Modell  1  etwa  dem  Modell  3  des  110-kV-/10-kV-Transformators,  so  dass  insgesamt 
vergleichbare  Modellierungsstufen  erreicht  werden.  Die  Tabelle  3.22  zeigt  die  fur  das  Modell 
1  benotigten  Hardware-Ressourcen. 


Modell-Nr. 

Randelemente 

Rechner 

CPU-Zeit 

Speicher 

1 

30336 

HP-V2250 

1665  min 

14768  MB 

Tabelle  3.22:  Laufzeiten  und  Speicherbedarf  des  dreiphasigen  Modells  des  1 10-kV-/20-kV -Transformators 
zur  Bestimmung  der  relativen  Kurzschluss-Spannung. 

Aufgrund  der  Tatsache,  dass  nur  das  Modell  1  untersucht  werden  konnte,  weichen  die  Ergeb- 
nisse  aus  Tabelle  3.23  von  den  Messwerten  nur  maximal  0,2  %  ab.  Dieses  Gesamtergebnis 
wird  jedoch  dadurch  relativiert,  dass  man  davon  ausgehen  muss,  dass  genauere  Rechnun¬ 
gen  -  wie  auch  schon  im  Fall  der  einphasigen  Modellierungen  -  zu  hoheren  Werten  fiihren 
werden,  die  sich  dann  starker  von  den  Messwerten  unterscheiden. 


Uk  bei  Stufenschalter 
in  Mittenstellung 
Mitte  Links  Rechts 

ttk  bei  maximaler 
Ubersetzung 

Mitte  Links  Rechts 

lik  bei  minimaler 
Ubersetzung 

Mitte  Links  Rechts 

1 

12,49  %  12,57  %  12,57  % 
Mittelwert:  12,54  % 

13,35  %  13,45  %  13,45  % 
Mittelwert:  13,42  % 

11,80  %  11,85  %11,85  % 
Mittelwert:  11,84  % 

Messwert 

12,52  % 

13,41  % 

11,83  % 

Tabelle  3.23:  Nummerisch  ermittelte  relative  Kurzschhiss-Spannungen  aller  drei  Stufenschalterstellungen 
des  110-kV-/20-kV-Transformators  bei  dreiphasiger  Modellierung. 

Wichtig  in  diesem  Zusammenhang  sind  vor  allem  die  Unterschiede  zwischen  den  gemittel- 
ten  einphasigen  Kurzschluss-Spannungen  und  den  Ergebnissen  der  betrachteten  dreiphasi¬ 
gen  Rechnung.  Wie  schon  beim  zuvor  untersuchten  Transformator  liegen  die  Abweichungen 
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gemaft  Tabelle  3.24  bei  deutlich  unter  einem  Prozent.  Auch  dieses  Beispiel  bestatigt  den 
Aussagewert  einphasiger  Rechnungen. 


Modell-Nr. 

Abweichung  bei  Stufen¬ 
schalter  in  Mittenstellung 

Abweichung  bei  maxi- 
maler  Ubersetzung 

Abweichung  bei  mini- 
maler  Ubersetzung 

1 

0,48  % 

0,75  % 

0,34  % 

Tabelle  3.24:  Relative  Abweichung  der  dreiphasig  ermittelten  relativen  Kurzschluss-Spannung  von  den  ein- 
phasig  ermittelten  ftir  den  110-kV-/20-kV-Transformator. 

Im  folgenden  Abschnitt  wird  ein  Doppelstock-Transformator  untersucht,  der  zum  einem 
aufgrund  seiner  groBen  Windungszahl  und  zum  anderen  aufgrund  seiner  abweichenden  Geo- 
metrie  problematisch  ist. 

3.5  Ergebnisse  der  Berechnungen  am  Beispiel  eines  realen 
63-MVA-Doppelstock-Transformators 

Beziiglich  seines  Aufbaus  unterscheidet  sich  ein  Doppelstock-Transformator  von  den  bisher 
untersuchten  Transformatoren:  Er  besteht  aus  zvvei  Stockwerken,  die  jeweils  eigene  Unter- 
und  Oberspannungswicklungen  enthalten.  Wahrend  die  Oberspannungswicklungen  beider 
Stockwerke  parallel  geschaltet  sind,  besteht  zwischen  den  Unterspannungswicklungen  keine 
leitende  Verbindung.  Die  Einteilung  in  zwei  Stockwerke  kann  der  Abbildung  3.14  entnommen 
werden. 

Bei  einer  Spannung  von  110  kV  oberspannungsseitig  bzw.  jeweils  10  kV  unterspannungssei- 
tig  betragt  die  Bemessungsleistung  63  MVA,  wenn  beide  Stockwerke  im  Betrieb  sind;  die 
Schaltgruppe  des  Doppelstock-Transformators  ist  YNd5d5.  Mit  einem  Stufenschalter  kann 
die  Windungszahl  von  ca.  670  oberspannungsseitig  um  etwa  12  %  erhoht  oder  reduziert  wer¬ 
den.  In  jedem  Stockwerk  besteht  die  Oberspannungswicklung  aus  zwei  parallelen  Strangen, 


Bild  3.14:  Untersuchter  63-MVA-Doppelstock-TVansformator. 
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die  ungefahr  580  Windungen  in  35  Scheiben  enthalten.  Zusatzlich  kommen  rund  90  Win- 
dungen  aus  der  Grob-  und  80  aus  der  Feinstufenwicklung  hinzu.  Im  Gegensatz  dazu  verfiigt 
die  Unterspannungswicklung  zwar  auch  je  Stockwerk  iiber  zwei  parallele  Strange,  jedoch 
bestehen  diese  aus  etwa  110  Drill-Leitern  in  vier  Lagen.  Jeder  Drill-Leiter  enthalt  wiederum 
knapp  20  Teilleiter. 

Nicht  nur  die  Gesamtzahl  der  zu  modellierenden  Windungen  ist  mit  11460  erheblich  grofier 
als  bei  den  anderen  beiden  Transformat oren;  es  sind  auch  verschiedene  Kurzschlussversu- 
che  moglich:  Beide  Stockwerke  konnen  gleichzeitig  betrieben  werden;  dann  sind  auch  die 
Unterspannungswicklungen  b eider  Stockwerke  parallel  geschaltet.  Im  Folgenden  wird  der 
zugehorige  Kurzschlussversuch  mit  der  Ziffer  1  gekennzeichnet.  Als  zweite  Moglichkeit  bie- 
tet  es  sich  an,  nur  eine  der  beiden  Unterspannungswicklungen  zu  verwenden.  Dabei  ist  es 
aufgrund  der  baulichen  Symmetric  unerheblich,  ob  die  obere  oder  untere  gewahlt  wird.  Die¬ 
se  beiden  identischen  Variant en  stellen  die  Kurzschlussversuche  2  und  3  dar.  Schliefilich  ist 
noch  der  Einzelbetrieb  der  beiden  Unterspannungswicklungen  zu  betrachten.  Beim  Kurz¬ 
schlussversuch  4  wird  von  dieser  Konfiguration  ausgegangen.  In  der  Oberspannungswicklung 
konnen  -  bedingt  durch  die  parallelen  Stockwerke  -  dann  Kreisstrome  induziert  werden.  Die¬ 
ser  Fall  ist  besonders  wegen  seiner  auftergewohnlichen  Geometrie  interessant.  Hier  befindet 
sich  der  Streukanal  in  der  Schenkelmitte.  Daher  wird  das  Streufeld  von  Querfeldern  gepragt, 
die  durch  den  Eisenkern  kaum  gefiihrt  werden,  und  infolgedessen  ist  das  zweidimensiona- 
le  Modell  weniger  aussagekraftig.  Eine  quantitative  Bewertung  erfolgt  im  anschlieBenden 
Abschnitt. 


3.5.1  Modellierungsstufen  des  Doppelstock-Transformators 

Auch  bei  dem  63-MVA-Doppelstock-Transformator  sind  unterschiedliche  Modellierungen 
untersucht  worden,  die  in  Tabelle  3.25  aufgefiihrt  sind.  Wahrend  das  Modell  1  noch  recht 
grob  ist,  sind  im  Modell  2  alle  Windungen  bis  auf  einige  aus  der  Oberspannungswicklung 
nachgebildet;  Drill-Leiter  sind  jedoch  noch  nicht  beriicksichtigt.  Ab  dem  dritten  Modell 
ist  dann  die  Oberspannungswicklung  vollstandig  erfasst,  und  die  Anzahl  der  nachgebildeten 
Teilleiter  in  der  Unterspannungswicklung  steigt  von  4  iiber  8  auf  schlieBlich  16  in  der  feinsten 
betrachteten  Darstellung,  dem  Modell  5.  Auch  hier  beginnt  die  Diskussion  der  Ergebnisse 
mit  der  Darstellung  der  einphasig  bestimmten  relativen  Kurzschluss-Spannungen. 


Modell 

Nr. 

Windungen 

Feinstufen¬ 

wicklung 

Windungen 

Grobstufen- 

wicklung 

Windungen 

Oberspannung 

Windungen 

Unterspannung 

Summe  der 
Windungen 

1 

1448 

2 

81 

432 

2843 

3 

81 

2308 

1728 

4207 

4 

81 

2308 

3456 

5935 

5 

81 

2308 

6912 

9391 

Tabelle  3.25:  Zahl  modellierter  Windungen  in  den  verschiedenen  Modellen  des  Doppelstock-Transformators. 
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3.5.2  Einphasig  ermittelte  Streuinduktivitaten 

Fur  den  63-MVA-Doppelstock-Transformator  ist  es  ebenfalls  wichtig,  uber  einphasige  Mo- 
dellierungen  die  Streuinduktivitaten  bestimmen  zu  konnen.  Bedingt  dadurch,  dass  die  An- 
zahl  an  nachzubildenden  Leitern  besonders  groB  ist,  konnen  nur  verhaltnismaBig  grobe 
dreiphasige  Modelie  betrachtet  werden.  Es  zeigt  sich  an  den  benotigten  Rechnerressour- 
cen  gemaB  Tabelle  3.26,  dass  sich  bei  den  hier  gewahlten  Modellierungsstufen  wiederum 
Modelie  ergeben,  die  den  Einsatz  einer  Workstation  ermoglichen. 


Mo  dell- Nr. 

Randelemente 

Rechner 

CPU-Zeit 

Speicher 

1 

11608 

HP-V2250 

48  min 

742  MB 

2 

22768 

HP-V2250 

317  min 

2859  MB 

3 

33680 

HP-V2250  ! 

1009  min  : 

6680  MB 

4 

47504 

HP-V2250 

2819  min 

13378  MB 

5 

75152 

HP-N4000  | 

5127  min 

32463  MB 

Tabelle  3.26:  Laufzeiten  und  Speicherbedarf  der  einphasigen  Modelie  des  63-MVA-Doppelstock-Trans- 
formators  zur  Bestimmung  der  relativen  Kurzschluss-Spannung  der  mittleren  Phase. 

Abweichend  von  den  bisher  untersuchten  Transformatoren  werden  aufgrund  der  insgesamt 
vier  verschiedenen  Kurzschlussversuche  deren  Ergebnisse  getrennt  diskutiert.  Dabei  werden 
die  Kurzschlussversuche  2  und  3  zusammengefasst,  die  wegen  der  baulichen  Symmetric  der 
beiden  Stockwerke  identische  Ergebnisse  liefern. 

Zunachst  solien  die  berechneten  relativen  Kurzschluss-Spannungen  fur  den  Kurzschlus'sver- 
such  1  betrachtet  werden.  In  diesem  Fall  werden  beide  Stockwerke  parallel  betrieben,  so 
dass  der  Doppelstock- Transformat  or  fast  wie  ein  herkommlicher  Transformator  aufgefasst 
werden  kann.  Nur  durch  die  bauliche  Trennung  der  Spulen  in  eine  untere  und  obere  Halfte 
unterscheidet  er  sich  von  den  bisher  untersuchten  Transformatoren.  Maximal  5,1  %  differie- 
ren  die  Ergebnisse  in  der  Tabelle  3.27  von  den  Messwerten. 


Modell-Nr. 

uy  bei  Stufenschalter 
in  Mittenstellung 

uy  bei  maximaler 
Ubersetzung 

uy  bei  minimaler 
Ubersetzung 

1 

14,97  % 

16,07  % 

14,04  % 

2 

14,66  % 

15,84  % 

13,64  % 

3 

15,38  % 

16,57  % 

14,34  % 

4 

15,75  % 

16,95  % 

14,71  % 

5 

15,88  % 

17,04  % 

14,86  % 

Messwert 

15,11  % 

16,21  % 

14,18  % 

Tabelle  3.27:  Nummerisch  ermittelte  relative  Kurzschluss-Spannungen  aller  drei  Stufenschalterstellungen 
beim  Kurzschlussversuch  1  des  63-MVA-DoppeIstock-Transformators  bei  einphasiger  Modellierung  der  mitt¬ 
leren  Phase. 


Vergleicht  man  die  Ergebnisse  des  Kurzschlussversuchs  1  mit  denen  der  Kurzschlussversuche 
2  und  3  aus  Tabelle  3.28,  so  zeigt  sich,  dass  bei  letzteren  die  relativen  Abweichungen  zu  den 
Messwerten  merklich  groBer  sind.  Bis  zu  6,7  %  betragt  hier  die  Differenz.  Als  Ursache  fur 
diese  Abnahme  in  der  Genauigkeit  muss  die  Lage  der  betriebenen  Windungen  bei  den  Kurz- 
schlussversuchen  2  und  3  gesehen  werden.  In  diesem  Fall  wird  nur  ein  Stockwerk  vom  Strom 
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durchflossen.  Da  die  beiden  Stockwerke  der  Oberspannungswicklung  parallelgeschaltet  wer- 
den,  fliefit  auch  im  nicht  betriebenen  Stockwerk  der  Oberspannungswicklung  ein  geringer 
Strom;  das  zweite  Stockwerk  der  Unterspannungswicklung  bleibt  jedoch  stromlos.  In  der 
Abbildung  3.15  ist  die  Schaltung  fur  den  Betrieb  eines  Stockwerks  schematisch  dargestellt. 
Bisher  endeten  die  Spulen  immer  in  der  Nahe  des  Jochs,  so  dass  die  Felder  im  Wesentlichen 
innerhalb  der  Eisenkerns  bzw.  parallel  dazu  verlaufen  konnen.  In  diesem  Fall  enden  die 
stromdurchfiossenen  Spulen  aber  etwa  auf  halber  Hohe  des  Schenkels.  Dort  fehlt  die  direkte 
Fiihrung  der  Felder  durch  das  Joch.  Die  Felder  kriimmen  sich  also  verst  arkt  in  Richtung  der 
Schenkel,  allerdings  nicht  nur  in  der  Modellebene,  sondern  dreidimensional.  Da  dieses  nur 
an  einer  Seite  der  Spulen  auftritt,  ist  die  Dreidimensionalitat  nicht  besonders  ausgepragt. 
Daher  halten  sich  die  Fehler  noch  in  Grenzen. 


Modell-Nr. 

uk  bei  Stufenschalter 
in  Mittenstellung 

uk  bei  maximaler 
Ubersetzung 

uk  bei  minimaler 
Ubersetzung  * 

1 

13,81  % 

14,46  % 

13,21  % 

2 

13,58  % 

14,27  % 

12,93  % 

3 

14,38  % 

15,09  % 

13,72  % 

4 

14,70  % 

15,41  % 

14,03  % 

5 

14,62  % 

15,32  % 

14,00  %  • 

Messwert 

13,80  % 

14,37  % 

13,39  % 

Tabelle  3.28:  Nummerisch  ermittelte  relative  Kurzschluss-Spannungen  aller  drei  Stufenschalterstellungen  bei 
den  Kurzschiussversuchen  2  und  3  des  63-MVA-Doppelstock-Transformators  bei  einphasiger  Modellierung 
der  mittleren  Phase. 


Beim  Kurzschlussversuch  4  verstarkt  sich  der  Effekt  jedoch  merklich,  wie  die  Tabelle  3.29 
zeigt.  Um  fast  33  %  sind  die  berechneten  Werte  zu  groB.  Auch  hier  ist  der  Grund  fur  die  groBe 
Abweichung  vom  Messwert  in  der  Dreidimensionalitat  der  Felder  zu  suchen.  In  diesem  Fall 
sind  nur  die  beiden  Unterspannungswicklungen  in  Betrieb,  wahrend  die  Oberspannungswick¬ 
lung  bedingt  durch  ihre  parallel  geschalteten  Stockwerke  als  zusatzliche  Kurzschlusswicklung 
wirkt.  Als  Streufelder  kommen  nun  vor  allem  Querfelder  zwischen  den  beiden  Unterspan¬ 
nungswicklungen  in  der  Fenstermitte  in  Frage.  Diese  werden  -  wie  auch  schon  bei  den 
Kurzschlussversuchen  2  und  3  -  nur  geringfiigig  von  Schenkel  und  Joch  in  die  Kernebene 
gefuhrt.  Es  entsteht  ein  ausgepragt  dreidimensionales  Feldbild,  welches  die  zweidimensionale 
Randelementmethode  nur  unvollstandig  wiedergeben  kann. 

Zur  Verbesserung  der  Ergebnisse  sind  auch  hier  die  Streuinduktivitaten  der  auBeren  Phase  - 
so  detailliert  wie  moglich  -  bestimmt  worden.  Dabei  ist,  wie  auf  Seite  55  ausgefiihrt,  mit  ge- 
ringeren  Streuinduktivitaten  fur  die  auBeren  Phasen  zu  rechnen.  Zunachst  ist  in  der  Tabelle 


Stockwerk  1 


Stockwerk  2 


Bild  3.15:  Schaltung  beim  Betrieb  eines  Stockwerks  beim  63-MVA-Doppelstock-Transformator. 
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Modell-Nr. 

uk 

1 

30,32  % 

2 

31,07  % 

3 

32,75  % 

4 

33,30  % 

5 

33,11  % 

Messwert 

25,06  % 

Tabelle  3.29:  Nummerisch  ermittelte  relative  Kurzschluss-Spannungen  flir  den  Kurzschlussversuch  4  des 
63-MVA-Doppelstock-TVansformators  bei  einphasiger  Modellierung  der  mittleren  Phase. 


3.30  jedoch  die  bendtigte  Rechnerleistung  fiir  die  durchgefiihrten  Rechnungen  angegeben. 


Modell-Nr. 

Randelemen'te 

Rechner 

CPU-Zeit 

Speicher 

HP-V2250 

222  min 

2148  MB 

22768 

HP-V2250 

956  min 

9040  MB 

NEC-SX4 

2649  min 

17918  MB 

HP-N4000 

6908  min 

40107  MB 

Tabelle  3.30:  Laufzeiten  und  Speicherbedarf  der  einphasigen  Modelle  des  63-MVA-Doppelstock-Trans- 
formators  zur  Bestimmung  der  relativen  Kurzschluss-Spannung  einer  aufieren  Phase. 

Diese  Rechnungen  haben  die  theoretischen  Erwartungen  fiir  den  Kurzschlussversuch  1  be- 
statigt:  Um  etwa  1  %  liegen  die  fiir  eine  aufiere  Phase  berechneten  relativen  Kurzschluss- 
Spannungen  niedriger  als  die  der  mittleren  Phase.  Insgesamt  sind  die  Resultate  aus  Tabelle 
3.31  rund  3,5  %  grofier  als  die  Messwerte. 


Modell-Nr. 

ttk  bei  Stufensch alter 
in  Mittenstellung 

uk  bei  maximaler 
Ubersetzung 

itk  bei  minimaler 
Ubersetzung 

1 

14,82  % 

15,90  % 

13,92  % 

2 

14,51  % 

15,65  % 

13,53  % 

3 

15,27  % 

16,34  % 

14,21  % 

4 

15,64  % 

16,79  % 

14,64  % 

Messwert 

15,11  % 

16,21  % 

14,18  % 

Tabelle  3.31:  Nummerisch  ermittelte  relative  Kurzschluss-Spannungen  aller  drei  Stufenschalterstellungen 
beim  Kurzschlussversuch  1  des  63-MVA-Doppelstock-Transformators  bei  einphasiger  Modellierung  der  aufie- 
ren  Phase. 

Wie  die  Tabelle  3.32  zeigt,  trifft  dieses  auch  fur  die  Kurzschlussversuche  2  und  3  zu.  Die 
relativen  Kurzschluss-Spannungen  liegen  ebenfalls  rund  1  %  niedriger  als  bei  der  mittleren 
Phase.  Damit  bleiben  auch  diese  Werte  merklich  zu  hoch. 

Anders  als  bei  den  ersten  drei  Kurzschlussversuchen  fallen  beim  vierten  Kurzschlussversuch 
die  berechneten  relativen  Kurzschluss-Spannungen  deutlich  geringer  aus.  Zwischen  3  %  und 
4  %  geringere  Werte  ergeben  sich  fiir  die  Phase  auf  einem  aufieren  Schenkel.  Trotzdem  liegen 
die  Ergebnisse  aus  der  Tabelle  3.33  noch  immer  mehr  als  20  %  uber  den  Messwerten. 
Abschliefiend  werden  die  einphasig  ermittelten  relativen  Kurzschluss-Spannungen  der  mitt¬ 
leren  und  aufieren  Phase  arithmetisch  im  Verhaltnis  1:2  gemittelt.  In  der  Tabelle  3.34  sind 
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Modell-Nr. 

itk  bei  Stufenschalter 
in  Mittenstellung 

uk  bei  maximaler 
Ubersetzung 

uk  bei  minimaler 
Ubersetzung 

14,31  % 

■BEYjEEBHH 

StS 

14,12  % 

12,83  % 

14,23  % 

14,92  % 

13,59  % 

14,49  % 

15,18  % 

13,85  % 

Messwert 

13,80  % 

14,37  % 

13,39  % 

Tabelle  3.32:  Nummerisch  ermittelte  relative  Kurzschluss-Spannungen  aller  drei  Stufenschalterstellungen 
beiden  Kurzschlussversuchen  2  und  3  des  63-MVA-Doppelstock-Transformators  bei  einphasiger  Modellierung 
der  auCeren  Phase. 


Modell-Nr. 

uk 

1 

29,44  % 

2 

30,03  % 

3 

31,63  % 

4 

32,12  % 

Messwert 

25,06  % 

Tabelle  3.33;  Nummerisch  ermittelte  relative  Kurzschluss-Spannungen  fur  den  Kurzschlussversuch  4  des 
63-MVA-Doppelstock-Transformators  bei  einphasiger  Modellierung  der  aufiere  Phase. 


diese  Mittelwerte  im  Fall  des  Kurzschluss-Versuchs  1  angegeben.  Fiir  die  genaueste  bere- 
chenbare  Modellierung  weichen  sie  um  3  %  bis  4  %  von  den  Messwerten  ab.  Damit  sind  die 
Ergebnisse  ungenauer  als  bei  den  bisher  untersuchten  Transformatoren. 


uk  bei  Stufenschalter 
in  Mittenstellung 

uk  bei  maximaler 
Ubersetzung 

uk  bei  minimaler 
Ubersetzung 

1 

14,87  % 

15,96  % 

13,96  % 

2 

14,56  % 

15,71  % 

13,57  % 

3 

15,31  % 

16,54  % 

14,38  % 

4 

15,68  % 

16,84  % 

14,66  % 

Messwert 

15,11  % 

16,21  % 

14,18  % 

Tabelle  3.34:  Mittelwert  der  aus  den  einphasigen  Modellierungen  bestimmten  relativen  Kurzschluss- 
Spannungen  aller  drei  Stufenschalterstellungen  des  Kurzschlussversuches  1  beim  63-MVA-Doppelstock- 
Transformator. 

Fur  die  Kurzschluss-Versuche  2  und  3  sind  die  gemittelten  relativen  Kurzschluss-Spannun¬ 
gen  in  der  Tabelle  3.35  dargestellt.  Mit  Abweichungen  zwischen  3,8  %  und  6,2  %  von  den 
Messwerten  fur  die  verschiedenen  Stufenschalterstellungen  bei  dem  berechneten  Modell  4 
sind  die  Ergebnisse  jedoch  immer  noch  brauchbar,  vor  allem  wenn  man  bedenkt,  dass  hier 
nur  ein  Stockwerk  betrieben  worden  ist.  Eine  solche  Konfiguration  ist  mit  der  Methode  von 
Rogowski  nach  [1]  nicht  in  dieser  Genauigkeit  zu  berechnen. 

Abschliefiend  wird  auf  die  Ergebnisse  des  Kurzschlussversuchs  4  in  Tabelle  3.36  eingegangen. 
Mit  ca.  30  %  Abweichung  von  den  Messwerten  muss  man  festhalten,  dass  dieser  Kurz¬ 
schlussversuch  von  zwei  auf  einem  Schenkel  tibereinander  angeordneten  Spulen  mit  der 
zweidimensionalen  Randelementmethode  nur  sehr  unzureichend  berechenbar  ist.  Als  Ur- 
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Modell-Nr. 

bei  Stufenschalter 
in  Mittenstellung 

uk  bei  maximaler 
Ubersetzung 

Uic  bei  minimaler 
Ubersetzung 

1 

13,72  % 

14,36  % 

13,13  % 

2 

13,49  % 

14,17  % 

12,86  % 

3 

14,38  % 

14,98  % 

13,03  % 

4  I 

14,56  % 

15,26  % 

13,91  % 

Messwert 

13,80  % 

14,37  % 

13,39  % 

Tabelle  3.35:  Mittelwert  der  aus  den  einphasigen  Model  lierun  gen  bestimmten  relativen  Kurzschluss- 
Spannungen  aller  drei  Stufenschalterstellungen  der  Kurzschlussversuche  2  und  3  beim  63-MVA-Doppelstock- 
Transformator. 


sache  kommt  vor  allem  -  wie  oben  ausgefiihrt  -  die  ausgepragte  Dreidimensionalitat  der  in 
Fenstermitte  quer  verlaufenden  Streufelder  in  Frage  (Fensterquerfllisse).  Ihnen  fehlt  die  bei 
ineinander  angeordneten  Spulen,  die  in  Jochnahe  enden,  vorhandene  Fokussierung  der  Felder 
auf  die  Kernebene,  die  in  dem  verwendeten  zweidimensionalen  Modell  zugleich  die  Modell- 
ebene  darstellt.  Jedoch  zeigt  sich,  dass  die  Feldberechnung  immerhin  noch  einen  Richtwert 
liefern  kann. 


Modell-Nr.  | 

uk 

1 

29,73  % 

2 

30,38  % 

3 

32,00  % 

4 

32,51  % 

Messwert 

25,06  % 

Tabelle  3.36:  Mittelwert  der  aus  den  einphasigen  Modelliernngen  bestimmten  relativen  Kurzschluss- 
Spannungen  aller  drei  Stufenschalterstellungen  des  Kurzschlussversuches  4  beim  63-MVA-DoppeIstock- 
Transformator. 

Als  Ergebnis  der  einphasigen  Streuinduktivitatsberechnung  am  Beispiel  des  63-MVA-Dop- 
pelstock-Transformators  bleibt  festzuhalten,  dass  der  Kurzschlussversuch  1  und  mit  kleinen 
Abstrichen  auch  die  Kurzschlussversuche  2  und  3  mit  brauchbarer  Genauigkeit  berechenbar 
Sind.  Damit  konnen  die  wesentlichen  Betriebsparameter  des  Doppelstock-Transformators 
bestimmt  werden. 

Fur  den  praktischen  Einsatz  ist  der  Kurzschlussversuch  4,  bei  dem  es  sich  um  eine  l:l-Uber- 
setzung  zwischen  die  Unterspannungswicklungen  handelt,  weniger  wichtig.  Insofern  fallt  die 
dort  fehlende  Genauigkeit  der  Ergebnisse  geringer  ins  Gewicht.  Interessant  sind  in  diesem 
Zusammenhang  die  Ergebnisse  der  im  nachsten  Abschnitt  diskutierten  dreiphasigen  Berech¬ 
nungen. 


3.5.3  Dreiphasig  ermittelte  Streuinduktivitaten 

Bei  den  hier  diskutierten  dreiphasig  ermittelten  Streuinduktivitaten  kann  -  wie  bei  alien 
bisher  untersuchten  Transformatoren  auch  -  nicht  das  eigentliche  Ergebnis,  sondern  nur  der 
Vergleich  mit  einphasigen  Berechnungen  auf  gleicher  Modellierungsstufe  im  Vordergrund 
stehen.  Besonders  bei  den  zahlreichen  Windungen  des  Doppelstock-Transformators  sind  die 
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berechenbaren  Modelle  viel  zu  grob,  als  dass  deren  Ergebnisse  als  Referenzwerte  herangezo- 
gen  werden  konnten.  Liegt  stattdessen  eine  gute  Ubereinstimmung  zwischen  einphasigen  und 
dreiphasigen  Berechnungen  vor,  bietet  es  sich  wiederum  an,  auch  die  genaueren  einphasigen 
Nachbildungen  auf  die  dreiphasigen  zu  extrapolieren. 

Fur  den  63-MVA-Doppelstock-Transformator  ist  es  bisher  nur  moglich  gewesen,  das  einfach- 
ste  Modell  1  zu  berechnen.  Die  hierfiir  benotigten  Rechnerressourcen  sind  in  der  Tabelie  3.37 
dargestellt. 


Modell- Nr. 

Randelemente  ! 

Rechner 

CPU-Zeit 

Speicher 

1 

34776 

HP-V2250 

2375  min 

19913  MB 

Tabelie  3.37:  Laufzeiten  und  Speicherbedarf  des  dreiphasigen  Modells  des  63-MVA-Doppelstock-Tran.sfor- 
mators  zur  Bestimmung  der  relativen  Kurzschluss-Spannung. 

Fur  den  Kurzschlussversuch  1  erhalt  man  mit  der  Randelementmethode  die  relativen  Kurz- 
schluss-Spannungen  nach  Tabelie  3.38.  Sie  weichen  je  nach  Stufenschalterstellung  um  bis 
zu  1,8  %  von  den  Messwerten  ab.  Erneut  darf  die  Tatsache,  dass  dieses  grobe  Modell 
die  Messwerte  recht  gut  nachbildet  nicht  iiberbewertet  werden,  weil  die  Anzahl  der  Leiter 
willkurlich  gewahlt  worden  ist.  Fiir  einen  sinnvollen  Vergleich  mit  den  Messwerten  kommen 
daher  vornehmlich  die  genaueren  Modelle  4  und  5  in  Frage. 


■ 

rik  bei  Stufenschalter 
in  Mittenstellung 
Mitte  Links  Rechts 

Uk  bei  maximaler 
Ubersetzung 

Mitte  Links  Rechts 

iik  bei  minimaler 
Ubersetzung 

Mitte  Links  Rechts 

1 

14,86  %  14,82  %  14,82  % 
Mittelwert:  14,84  % 

15,97  %15,94  %15,94  % 
Mittelwert:  15,95  % 

14,47  %  14,42  %14,42  % 
Mittelwert:  14,44  % 

Messwert 

15,11  % 

16,21  % 

14,18  % 

Tabelie  3.38:  Nummerisch  ermittelte  relative  Kurzschluss-Spannungen  aller  drei  Stufenschaltersteilungen 
beim  Kurzschlussversuch  1  des  63-MVA-Doppelstock-Transforraators  bei  dreiphasiger  Modellierung. 

Von  Bedeutung  sind  vor  allem  die  Differenzen  zwischen  den  einphasigen  und  dreiphasigen 
Berechnungen  des  Kurzschlussversuchs  1  mit  dem  Modell  1  des  Doppelstock-Transformators. 
Bemerkenswert  ist  wieder  die  gute  Ubereinstimmung  fiir  den  Stufenschalter  in  Mittenstel- 
lung  sowie  fiir  die  maximale  Ubersetzung.  Nur  bei  der  minimalen  Ubersetzung  differieren 
die  ein-  und  dreiphasigen  Rechnungen  verhaltnismaflig  stark,  vgl.  dazu  Tabelie  3.39. 


Modell-Nr. 

Abweichung  bei  Stufen¬ 
schalter  in  Mittenstellung 

Abweichung  bei  maxi¬ 
maler  Ubersetzung 

Abweichung  bei  mini¬ 
maler  Ubersetzung 

1  | 

-0,20  % 

0,06  % 

3,43  % 

Tabelie  3.39:  Relative  Abweichung  der  dreiphasig  ermittelten  relativen  Kurzschluss-Spannungen  von  den 
einphasig  ermittelten  beim  Kurzschlussversuch  1  des  63-MVA-Doppelstock-Transformators. 

Auch  bei  den  Kurzschlussversuchen  2  und  3  erweist  sich  das  Modell  1  als  recht  genau.  Wie 
die  Tabellen  3.40  und  3.41  zeigen,  betragt  die  maximale  Abweichung  von  den  Messwerten 
nur  etwa  2  %.  Ebenfalls  bemerkenswert  ist  die  geringe  Differenz  zu  den  Ergebnissen  der 
einphasigen  Rechnungen. 
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Modell- 

Nr. 

Uk  bei  Stufensch  alter 
in  Mittenstellung 
Mitte  Links  Rechts 

u k  bei  maximaler 
Ubersetzung 

Mitte  Links  Rechts 

«k  bei  minimaler 
Ubersetzung 

Mitte  Links  Rechts 

1  j 

13,74  %  13,70  %  13,70  % 
Mittelwert:  13,71  % 

14,40  %  14,35  %  14,35  % 
Mittelwert:  14,37  % 

13,12  %13,10  %13,10  % 
Mittelwert:  13,11  % 

Messwert  | 

13,80  % 

14,37  % 

13,39  % 

Tabelle  3.40:  Nummerisch  ermittelte  relative  Kurzschluss-Spannungen  aller  drei  Stufenschalterstellungen  bei 
den  Kurzschlussversuchen  2  und  3  des  63-MVA-Doppelstock-Transformators  bei  dreiphasiger  Modellierung. 


Modell-Nr. 

Abweichung  bei  Stufen- 
schalter  in  Mittenstellung 

Abweichung  bei  maxi¬ 
maler  Ubersetzung 

Abweichung  bei  mini¬ 
maler  Ubersetzung 

1  | 

-0,07  % 

0,07  % 

LO 

o' 

Tabelle  3.41:  Relative  Abweichung  der  dreiphasig  ermittelten  relativen  Kurzschluss-Spannungen  von  den 
einphasig  ermittelten  bei  den  Kurzschlussversuchen  2  und  3  des  63-MVA-Doppelstock-Transformators. 

Schliefilich  ist  noch  der  Kurzschlussversuch  4  zu  betrachten.  Mit  rund  20  %  Abweichung 
vom  Messwert  gemafi  Tabelle  3,42  kann  auch  hier  festgestellt  werden,  dass  die  Probleme, 
das  Streufeld  zu  erfassen,  die  dreiphasigen  Modelle  in  gleicher  Weise  betreffen  wie  die  ein- 
phasigen. 


Modell-Nr. 

Mitte 

Uv 

Links 

Rechts 

Mittelwert 

i 

30,95  % 

30,00  % 

30,00  % 

30,32  % 

Messwert 

25,06  %  | 

Tabelle  3.42:  Nummerisch  ermittelte  relative  Kurzschluss-Spannungen  aller  drei  Stufenschalterstellungen 
beim  Kurzschlussversuch  4  des  63-MVA-Doppelstock-Transformators  bei  dreiphasiger  Modellierung. 

In  der  Tabelle  3.43  sind  die  Abweichungen  zwischen  einphasigen  und  dreiphasigen  Rechnun- 
gen  des  Kurzschlussversuchs  4  angegeben.  Mit  knapp  2  %  sind  diese  zwar  verhaltnismafiig 
groB,  der  wesentliche  Sachverhalt  bei  diesem  Kurzschlussversuch  bleibt  davon  jedoch  un- 
beriihrt. 


Modell-Nr. 

Abweichung 

1 

1,98  % 

Tabelle  3.43:  Relative  Abweichung  der  dreiphasig  ermittelten  relativen  Kurzschluss-Spannung  von  den  ein¬ 
phasig  ermittelten  beim  Kurzschlussversuch  4  des  63-MVA-Doppelstock-Transformators. 

Auch  beim  63-MVA-Doppelstock-Transformator  haben  die  berechenbaren  dreiphasigen  Mo¬ 
delle  bis  auf  geringe  Abweichungen  die  Ergebnisse  der  gemittelten  einphasigen  Rechnungen 
reproduziert.  Bei  den  Kurzschlussversuchen,  bei  denen  vermehrt  dreidimensionale  Querfel- 
der  eine  Rolle  spielen,  liefern  beide  Arten  der  Streuinduktivitatsberechnung  vergleichba- 
re  Abweichungen.  Daher  konnen  die  einphasigen  Rechnungen  offensichtlich  auch  fiir  spe- 
zielle  Geometrien  wie  z.B.  den  hier  untersuchten  Doppelstock-Transformator  als  Ersatz 
fur  dreiphasige  Berechnungen  dienen.  Abschliefiend  werden  noch  die  fiir  den  Doppelstock- 
Transformator  bestimmten  Kurzschlussverluste  mit  ihren  Messwerten  verglichen. 
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3  Berechnung  der  Streu-  und  Nullinduktivitaten  sowie  der  Kurzschlussverluste 


3.5.4  Er  mitt  lung  der  Kurzschlussverluste 

Bei  der  Berechnung  der  Kurzschluss-Reaktanzen  ergeben  sich  auch  beim  Doppelstock-Trans- 
formator  die  Kurzschlussverluste.  In  der  Tabelle  3.44  sind  die  berechneten  Kurzschlussver¬ 
luste  beim  Kurzschlussversuch  1  dargestellt.  Wie  auch  schon  bei  alien  anderen  berechneten 
Transformatoren  liegen  die  Verluste  bei  den  groben  Modellen  am  ein  Vielfaches  zu  hoch. 
Mit  steigender  Detailgenauigkeit  und  damit  einhergehenden  kleineren  Leitern  nehmen  die 
Wirbelstromverluste  ab,  und  die  Kurzschlussverluste  erreichen  eine  realistische  Grofienord- 
nung.  Beim  63-MVA-Doppelstock-Transformator  iiberschreiten  die  Kurzschlussverluste  P k 
jedoch  auch  bei  der  feinsten  Modellierung  den  Messwert  um  22,5  %.  Neben  den  bisher  schon 
diskutierten  Fehlerquellen  ist  bei  diesem  Transformator  zusatzlich  zu  beachten,  dass  selbst 
im  Modell  5  nur  16  Teilleiter  der  Unterspannungswicklungen  nachgebildet  worden  sind.  Die 
einzelnen  Teilleiter  sind  dadurch  um  25  %  zu  breit  dargestellt  und  die  Zusatzverluste  damit 
ausgepragter.  Eine  genauere  Modellierung  sollte  sich  den  Messwerten  noch  weiter  annahern 
konnen. 


Modell-Nr. 

uT 

Pk 

1 

1,66  % 

1045,8  kW 

2 

1,22  % 

768,6  kW 

3 

0,57  % 

359,1  kW 

4 

0,42  % 

264,6  kW 

5 

0,38  % 

239,2  kW 

Messwert 

0,31  % 

195,2  kW 

Tabelle  3.44:  Mit  der  Randelementmethode  bestimmte  Kurzschlussverluste  Pk  fur  den  Kurzschlussversuch 
1  des  Doppelstock-Transformators. 


Zusammen  mit  den  Gleichstromverlusten  konnen  anschliefiend  die  Zusatzverluste  bestimmt 
werden.  Einem  Messwert  von  Pz  =  52, 3  kW  stehen  berechnete  107,5  kW  gegeniiber.  Zusatz¬ 
lich  zum  Fehler  bei  den  Kurzschluss-Verlusten  Pk  ergeben  sich  hier  auch  noch  erhebliche  Dif- 
ferenzen  bei  den  Gleichstromverlusten.  Etwa  8  %  liegen  die  aus  der  Geometrie  bestimmen 
Gleichstromverluste  mit  PG  =  131, 7  kW  unterhalb  der  Messwerte  von  142,9  kW.  Als  Fehler- 
quelle  kommen  dafiir  einerseits  nicht  im  Modell  beriicksichtigte  Verluste  in  den  Zuleitungen 
sowie  andererseits  Messfehler  in  Frage. 

Auch  bei  den  Kurzschlussversuchen  2  und  3  sind  die  berechneten  Verluste  nur  unwesentlich 
genauer.  Wie  die  Tabelle  3.45  zeigt,  ist  ur  ~  und  damit  auch  die  Kurzschlussverluste  Pk  ~ 
um  gut  12  %  zu  grofi  berechnet  worden.  Als  Gleichstromverluste  konnen  in  diesem  Fall, 
bedingt  durch  den  Betrieb  nur  eines  Stockwerks,  die  Halffce  der  fur  den  Kurzschlussversuch 
1  bestimmten  Werte  verwendet  werden.  Damit  ergeben  sich  Messwerte  von  Pz  =  33, 5  kW 
fur  die  Zusatzverluste.  Berechnet  worden  ist  ein  Wert  von  53,8  kW.  Aus  den  oben  genannten 
Griinden  ist  die  Abweichung  wiederum  betrachtlich. 

Mit  der  Verlustberechnung  ist  die  Untersuchung  des  63-MVA-Doppelstock-Transformators 
abgeschlossen.  Im  Weiteren  wird  eine  Bauart  betrachtet,  die  aufgrund  ihrer  geringen  Win- 
dungszahl  sogar  vollstandige  dreiphasige  Modellierungen  mit  mehr  als  einem  Randelement 
pro  Seite  zulasst.  Auherdem  wird  erstmals  ein  in  seinen  Abmessungen  deutlich  kleinerer 
Transformator  nachgebildet. 
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3,6  Ergebnisse  der  Berechnungen  am  Beispiel  eines  realen  50-kVA-Folientransformators 


Modell-Nr. 

uv 

a 

1 

1,56  % 

491,4  kW 

2 

1,19  % 

374,9  kW 

3 

0,56  % 

176,4  kW 

4 

0,42  % 

132,3  kW 

5 

0,38  % 

119,7  kW 

Messwert 

0,34  % 

106,8  kW 

Tabelle  3.45:  Mit  der  Randelementmethode  bestimmte  Kurzschlussverluste  Pi<  fur  die  Kurzschlussversucbe 
2  und  3  des  Doppelstock-Transformators. 


3.6  Ergebnisse  der  Berechnungen  am  Beispiel  eines  realen 
50-kVA-Folientransformators 

Abweichend  von  den  bisher  untersuchten  Transformatoren  wird  nun  ein  Folientransformator 
betrachtet.  Er  ist  sowohl  bezliglich  seiner  Abmessungen  als  auch  seiner  Bemessungsleisfcung 
von  50  kVA  im  Vergleich  deutlich  kleiner.  Als  400-V-/400-V-Trenntransformator  betragen 
die  Bemessungsstrome  primar-  wie  sekundarseitig  72,2  A.  Wie  bei  solchen  Einheiten  iiblich 
sind  die  Wicklungen  in  der  Schaltgruppe  YNynO  ausgefiihrt. 

Im  Gegensatz  zur  herkommlichen  Bauweise  verfiigt  ein  Folientransformator  iiber  extrem 
diinne  Windungen,  die  annahernd  so  hoch  wie  die  Schenkel  sind.  Diese  Windungen  werden 
einschliefilich  Isolation  aufeinander  gewickelt.  Bei  dem  vorliegenden  Modell  bestehen  beide 
Wicklungen  angesichts  der  niedrigen  Spannung  nur  aus  jeweils  54  Windungen.  Aus  diesem 
Grund  ist  es  nicht  notig,  verschiedene  Modellierungsstufen  einzufiihren.  Stattdessen  ist  die 
vollstandige  Nachbildung  mit  verschiedenen  Randelementzahlen  berechnet  worden.  In  der 
Abbildung  3.16  ist  der  Folientransformator  skizziert.  Im  Vergleich  zur  Unterspannungswick- 
lung  sind  die  Folien  der  Oberspannungswicklung  dicker  bei  deutlich  geringerer  Hohe.  Sie 
sind  in  vier  Spulen  untereinander  angeordnet.  Auch  fur  diesen  TYansformator  werden  in  den 
folgenden  Abschnitten  die  bei  einer  Frequenz  von  50  Hz  berechneten  Streuinduktivitaten 
sowie  die  Kurzschlussverluste  diskutiert. 


I 

l 

I 

I 


Bild  3.16:  Prinzipieller  Aufbau  des  50-kVA-Folientransformators. 
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3  Berechnung  der  Streu-  und  Nullinduktivitaten  sowie  der  Kurzschlussverluste 


3.6.1  Einphasig  ermittelte  relative  Kurzschluss-Spannungen 

Obwohl  nicht  notwendig,  wird  auch  bei  diesem  Transformator  die  Ubereinstimmung  von 
einphasigen  und  dreiphasigen  Nachbildungen  iiberpruft.  In  der  Tabelle  3.46  sind  die  durch¬ 
gefuhrten  einphasigen  Rechnungen  angegeben. 


Randelemente 

Rechner 

CPU-Zeit 

Speicher 

10000 

HP-V2250 

23  min 

405  MB 

20000 

HP-V2250 

121  min 

1604  MB 

40000 

HP-V2250 

797  min 

6382  MB 

60000 

HP-V2250 

2487  min 

15102  MB 

80000 

HP-N4000 

3071  min 

25051  MB 

Tabelle  3.46:  Laufzeiten  und  Speicherbedarf  der  einphasigen  Modelle  des  50-kVA-Folientransformators  bei 
Nachbildung  der  mittleren  Phase. 

Bemerkenswert  ist  bei  diesem  Folientransformator  die  Tatsache.  dass  die  energiegewichtete 
Lange  Zeg  nur  um  0,4  %  vom  Mittelwert  der  geometrischen  Windungslangen  differiert.  Die- 
ser  Effekt  liegt  im  Wesentlichen  an  den  identischen  Stromen  in  beiden  Wicklungen;  denn 
dadurch  stimmen  die  magnetischen  Energien  aller  Windungen  fast  iiberein. 

Zusatzlich  zu  den  in  Abschnitt  3.3.3  durchgefuhrten  Betrachtungen  bietet  die  Tabelle  3.47 
einen  weiteren  Einblick,  wie  die  mit  der  Randelementmethode  bestimmten  Streuindukti- 
vitaten  bzw.  relativen  Kurzschluss-Spannung  konvergieren.  Zu  beachten  ist  dabei,  dass  die 
kleinste  Rechnung  mit  zehn  Randelementen  pro  Seite  auf  den  Windungen  und  100  Rand- 
elementen  je  Seite  des  Eisenkerns  durchgefiihrt  worden  ist.  Damit  hat  sich  die  relative 
Kurzschluss-Spannung  dem  Endergebnis  schon  weitgehend  angenahert. 


Randelemente 

uk 

10000 

3,53  % 

20000 

3,57% 

40000 

3,59  % 

60000 

3,60  % 

80000 

3,61  % 

Typenschild 

3,8% 

Tabelle  3.47:  Relative  Kurzschluss-Spannungen  des  50-kVA-Folientransformators  bei  Nachbildung  der  mitt¬ 
leren  Phase. 

Anschliefiend  ist  wiederum  eine  Phase  auf  einem  aufteren  Schenkel  untersueht  worden.  Die 
durchgefuhrten  Rechnungen  sind  der  Tabelle  3.48  zu  entnehmen.  Anhand  der  Ergebnis- 
se  in  Tabelle  3.49  ist  ersichtlich,  dass  auch  bei  dem  hier  untersuchten  Folientransforma¬ 
tor  die  Kurzschluss-Spannungen  der  allein  modellierten  aufieren  Phase  im  Durchschnitt 
um  etwa  1  %  niedriger  liegen  als  bei  der  mittleren  Phase.  Eine  Mittelung  der  relativen 
Kurzschluss-Spannung  iiber  alle  drei  Phasen  liefert  als  Ergebnis  der  einphasigen  Rechnun¬ 
gen  uk  —  3, 58  %. 

Bei  dieser  Bauart  kann  die  berechnete  relative  Kurzschluss-Spannung  nur  mit  den  Angaben 
vom  Typenschild  verglichen  werden,  weil  keine  Messwerte  vorlagen.  Aus  den  genauesten 
Nachbildungen  ergibt  sich  eine  gemittelte  relative  Kurzschluss-Spannung  von  uk  —  3, 58  %, 
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3.6  Ergebnisse  der  Berechnungen  am  Beispiel  eines  realen  50-kVA-Folientransformators 


Randelemente 

Rechner 

CPU-Zeit 

Speicher 

10000 

HP-V2250 

69  min 

1279  MB 

20000 

HP-V2250 

462  min 

5538  MB 

40000 

HP-V2250  ! 

1984  min 

21189  MB 

60000 

HP-N4000 

4298  min 

37942  MB 

Tabelle  3.48:  Laufzeiten  und  Speicherbedarf  der  einphasigen  Modelle  des  50-kVA-Folientransformators  bei 
Nachbildung  der  aufieren  Phase. 


Randelemente  j 

Uk 

10000 

3,48  % 

20000 

3,52  % 

40000 

3,57  % 

60000 

3,57  % 

Typenschild 

3,8  % 

Tabelle  3-49:  Relative  Kurzschluss-Spannungen  des  50-kVA-Folientransformators  bei  Nachbildung  einer 
aufieren  Phase. 


wahrend  das  Typenschild  diesen  Wert  mit  Uk  =  3, 8  %  angibt.  Der  berechnete  Wert  ist 
damit  um  6,1  %  zu  klein.  Uber  die  Genauigkeit  der  Typenschild- Angabe  kann  keine  Aussage 
gemacht  werden.  Fiir  sie  gilt  gemafi  DIN  VDE  0532  Teil  101  [16]  eine  mogliche  Toleranz  von 
10  %. 

Eine  Ursache  fiir  ein  ungenaues  nummerisches  Ergebnis  konnte  durch  die  spezielle  Konstruk- 
tion  dieses  Folientransformators  bedingt  sein.  Im  Gegensatz  zu  Transformatoren  herkomm- 
licher  Bauart  muss  die  Stromeinspeisung  iiber  die  gesamte  Hohe  der  Windungen  erfolgen. 
Die  dafiir  verwendeten  Ausleitungsschienen  werden  im  Modell  nicht  erfasst,  verursachen 
aber  aufgrund  ihrer  axialen  Ausdehnung  zusatzliche  Verluste.  Weiterhin  benotigen  sie  iiber 
die  ganze  Wicklungshohe  Platz,  so  dass  die  Wicklung  keinen  exakt  kreisformigen  Quer- 
schnitt  aufweist.  Gerade  bei  den  relativ  kleinen  Abmessungen  dieses  Transformators  fallen 
moglicherweise  solche  Abweichungen  von  der  Rotationssymmetrie  starker  ins  Gewicht.  Eine 
Abwicklung  im  beschriebenen  Sinn  ist  dann  nur  noch  bei  grofleren  Modellen  zulassig,  bei 
denen  die  nicht  erfasste  zusatzliche  Kriimmung  geringer  ausfallt. 

Bei  den  im  folgenden  Abschnitt  diskutierten  relativen  Kurzschluss-Spannungen,  die  aus 
dreiphasigen  Modellen  berechnet  worden  sind,  ergeben  sich  ahnliche  Ergebnisse. 

3.6.2  Dreiphasig  ermittelte  relative  Kurzschluss-Spannungen 

In  der  dreiphasigen  Nachbildung  des  50-kVA- Folientransformators  kann  erstmals  jede  Win- 
dung  beriicksichtigt  werden.  Wie  die  Tabelle  3.50  zeigt,  konnen  bei  diesem  Folientransforma- 
tor  Modelle  mit  mehreren  Randelementen  pro  Seite  auch  auf  kleineren  Rechnern  bearbeitet 
werden. 

In  der  Tabelle  3.51  sind  die  Ergebnisse  der  dreiphasigen  Berechnungen  angegeben.  Deutlich 
zu  erkennen  ist,  dass  die  Konvergenz  der  berechneten  relativen  Kurzschluss-Spannungen 
noch  nicht  erreicht  ist.  Die  Ursache  dafiir  ist  in  den  geringeren  Randelementzahlen  pro 
Seite  gegeniiber  den  einphasigen  Rechnungen  zu  suchen.  Allerdings  ergibt  sich  dennoch 
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3  Berechnung  der  Streu-  und  Nullinduktivitaten  sowie  der  Kurzschlussverluste 


Randelemente 

Rechner 

CPU-Zeit 

Speicher 

27600 

55200 

110400 

HP-V2250 
HP-N4000 
HP-N4000  ! 

825  min 
5328  min 
11827  min 

10245  MB 
41763  MB 
94903  MB 

Tabelle  3.50:  Laufzeiten  und  Speicherbedarf  der  dreiphasigen  Modelle  des  50-k  VA-Folientransformators . 


Randelemente 

Uk 

Mitte  Links  Rechts  Mittelwert 

:V-  ^  :  : 

3,53  %  3,51  %  3,51  %  3,52  % 

3,58  %  3,56%  3,56%  3,56% 

3,59%  3,57%  3,57%  3,58% 

Typenschild 

3,8% 

Tabelle  3.51:  Relative  Kurzschluss-Spannungen  des  50-kVA-Folientransformators  bei  dreiphasiger  Berech¬ 
nung. 

mit  Uk  =  3, 58  %  ein  mit  dem  Mittelwert  der  einphasigen  Rechnungen  ubereinstimmendes 
Endergebnis.  Es  ist  jedoch  zu  erwarten,  dass  mit  noch  genaueren  Rechnungen  dieser  Wert 
leicht  ansteigt,  und  somit  die  Differenz  zur  Typenschild-Angabe  von  =  3, 8  %  etwas 
geringer  wird. 

3.6.3  Berechnete  Kurzschlussverluste 

Im  Gegensatz  zu  den  anderen  in  dieser  Arbeit  untersuchten  Transformatoren  liegen  bei  dem 
50-kVA-Folientransformator  keine  Messungen  der  Kurzschlussverluste  vor.  Lediglich  fur  die 
Temper aturen  von  75°  C  und  120°  C  sind  vom  Hersteller  berechnete  Werte  bekannt.  Mit 
linearer  Extrapolation  lassen  sich  damit  die  Kurzschlussverluste  fur  die  Referenztemperatur 
von  20°  C  zu  Pk  =  0,74  kW  abschatzen.  Im  Vergleich  dazu  liefern  die  durchgefiihrten 
Rechnungen  mit  ur  =  1,36  %  Kurzschlussverluste  von  Pk  =  0,68  kW.  Dieses  sind  8,2  % 
weniger  als  der  geschatzte  Sollwert.  Da  iiber  dessen  Genauigkeit  keine  Aussage  getroffen 
werden  kann,  sollen  die  Verluste  hier  nicht  weiter  diskutiert  werden.  AbschlieBend  wird 
noch  ein  weiterer  Folientransformator  untersucht. 


3.7  Ergebnisse  der  Berechnungen  am  Beispiel  eines  realen 
1600-kVA-Folientransformators 

Als  letztes  Beispiel  fur  die  Berechnung  der  Streuinduktivitaten  wird  ein  1600-kVA-Folien- 
transformator  untersucht.  Dieser  Transformator  weist  eine  oberspannungsseitige  Bemes- 
sungsspannung  von  6600  V  sowie  433  V  auf  der  Unterspannungsseite  auf,  die  als  Breit- 
bandwicklung  ausgefiihrt  ist.  Im  Gegensatz  dazu  besteht  die  Oberspannungswicklung  aus 
rechteckigen  Kupferleitern.  Eine  schematische  Darstellung  des  1600-kVA-Folientransforma- 
tors  gibt  die  Abbildung  3.17. 

Wie  auch  schon  beim  zuvor  betrachteten  50-kVA-Folientransformator  sind  in  diesem  Fall 
verhaltnismaBig  wenige  Windungen  nachzubilden.  Mit  knapp  450  primaren  und  16  se- 
kundaren  Windungen  ist  es  wiederum  moglich,  den  Transformator  vollstandig,  d.h.  dreipha- 
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3,7  Ergebnisse  der  Berechnungen  am  Beispiel  eines  realen  1600-kVA-FoIientransformators 


sig,  zu  erfassen.  Aus  diesem  Grund  werden  im  Folgenden  die  Ergebnisse  fur  Berechnungen 
mit  erhohten  Randelementzahlen  dargestellt. 


3.7.1  Einphasig  ermittelte  relative  Kurzschluss-Spannungen 

Bei  der  nummerischen  Berechnung  der  Streuinduktivitaten  einer  einzelnen  Phase  auf  dem 
mittleren  Schenkel  sind  die  in  der  Tabelle  3.52  angegeben  Rechnerressourcen  benotigt  wor- 
den.  Als  Ergebnisse  haben  sich  dabei  die  relativen  Kurzschluss-Spannungen  ergeben,  die  in 
Tabelle  3.53  dargestellt  sind.  Schon  bei  relativ  geringen  Randelementzahlen  andert  sich  die 
berechnete  relative  Kurzschluss-Spannung  nicht  mehr  wesentlich,  und  mit  u ^  =  6, 07  %  liegt 
der  nummerisch  ermittelte  Wert  2  %  unterhalb  der  Messwerte  des  Herstellers. 


Randelemente 

Rechner 

CPU-Zeit 

Speicher 

3848 

HP-V2250 

2  min 

77  MB 

19240 

HP-V2250 

91  min 

1525  MB 

38480 

HP-V2250  : 

613  min 

6025  MB 

76960 

HP-N4000 

2808  min 

23729  MB 

115440 

HP-N4000 

9406  min 

54676  MB 

Tabelle  3.52:  Laufzeiten  und  Speicherbedarf  der  einphasigen  Modelle  des  1600-kVA-Folientransformators 
bei  Nachbildung  der  mittleren  Phase. 


Neben  der  Berechnung  einer  einzelnen  Phase  auf  dem  mittleren  Schenkel  des  Dreischenkel- 
kerns  ist  ebenfalls  eine  Phase  auf  einem  aufteren  Schenkel  untersucht  worden.  Dabei  sind 
die  in  der  Tabelle  3.54  angegebenen  Rechnungen  durchgefuhrt  worden.  Wie  auch  schon  bei 
alien  anderen  in  dieser  Arbeit  untersuchten  Transformatoren  fallen  die  dafiir  ermittelten 
relativen  Kurzschluss-Spannungen  gemafi  Tabelle  3.55  um  rund  2  %  geringer  aus  als  bei  der 
mittleren  Phase. 

Eine  Mittelung  aus  den  einphasigen  Rechnungen  liefert  als  Endergebnis  eine  relative  Kurz¬ 
schluss-Spannung  von  tti<  =  5, 98  %,  die  knapp  3,5  %  kleiner  als  der  Messwert  uj<  =  6, 17  % 
ist.  Anschlieflend  soil  dieser  Wert  anhand  von  dreiphasigen  Nachbildungen  iiberpruft  werden. 
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3  Berechnung  der  Streu-  und  Nullinduktivitaten  sowie  der  Kurzschlussverluste 


Randelemente 

uk 

3848 

19240 

38480 

76960 

115440 

6,05  % 
6,06  % 
6,06  % 
6,06  % 
6,07  % 

Messwert 

6,17  % 

Tabelle  3.53:  Relative  Kurzschluss-Spannungen  des  1600-kVA-Folientransformators  bei  Nachbildung  der 
mittleren  Phase. 


Randelemente 

Rechner 

CPU-Zeit 

Speicher 

3848 

HP-V2250 

9  min 

240  MB 

19240 

HP-V2250 

320  min 

4618  MB 

38480 

HP-N4000 

1365  min  ; 

18145  MB 

76960 

HP-N4000 

7229  min 

58859  MB 

Tabelle  3.54:  Laufzeiten  und  Speicherbedarf  der  einphasigen  Modelle  des  1600-kVA-Folientransformators 
bei  Nachbildung  der  aufleren  Phase, 


3.7.2  Dreiphasig  ermittelte  relative  Kurzschluss-Spannungen 

Mit  nicht  einmal  500  Windungen  bietet  auch  der  1600-kVA-Folientransformator  die  Moglich- 
keit,  in  dreiphasigen  Modellen  alle  Windungen  zu  berticksichtigen.  Mit  den  verfugbaren 
Rechnern  konnten,  wie  die  Tabelle  3.56  zeigt,  mehrere  Randelemente  pro  Leiterseite  ver- 
wendet  werden.  Die  benotigte  Rechenzeit  sowie  den  Speicherplatz  kann  man  dieser  Tabelle 
entnehmen. 

Wie  in  der  Tabelle  3.57  angegeben  ist,  liegen  die  dreiphasig  ermittelten  relativen  Kurz¬ 
schluss-Spannungen  rund  3,7  %  unterhalb  der  Messwerte.  Damit  erreichen  die  dreiphasigen 
Modelle  eine  Genauigkeit,  die  mit  der  von  einphasigen  Rechnungen  vergleichbar  ist.  Auch 
bei  dem  1600-kVA-Folientransformator  weichen  einphasige  und  dreiphasige  Rechnungen  bei 
gleicher  Randelementezahl  pro  Leiterseite  kaum  von  einander  ab.  Dem  Ergebnis  von  uk  — 
5, 99  %  der  genausten  dreiphasigen  Rechnung  steht  das  gewichtete  Mittel  von  u k  —  5,98  % 
der  entsprechenden  einphasigen  Rechnungen  gegeniiber.  Die  relative  Abweichurig  betragt 
dabei  weniger  als  0,2  %. 


Randelemente 

uk 

3848 

5,71  % 

19240 

5,93  % 

38480 

5,94  % 

76960 

5,94  % 

Messwert 

6,17  % 

Tabelle  3.55:  Relative  Kurzschluss-Spannungen  des  1600-kVA-Folientransformators  bei  Nachbildung  einer 
aufleren  Phase. 
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3.8  Ergebnisse  der  Streuinduktivitatsberechnung  irn  Uberblick 


Randelemente 

Rechner 

CPU-Zeit 

Speicher 

11304 

56520 

113040 

HP-V2250 

HP-N4000 

HP-N4000 

121  min 
4441  min 
12186  min 

2270  MB 
44157  MB 
98541  MB 

Tabelle  3.56:  Laufzeiten  und  Speicherbedarf  der  dreiphasigen  Modelle  des  1600-kVA-Folientransformators. 


Randelemente 

Uk 

Mitte 

Links 

Rechts 

Mittelwert 

11304 

5,85  % 

5,72  % 

5,72  % 

5,76  % 

56520 

6,07  % 

5,95  % 

5,95  % 

5,99  % 

113040 

6,07  % 

5,95  % 

5,95  % 

5,99  % 

Messwert 

6,17  %  ; 

Tabelle  3.57:  Relative  Kurzschluss-Spannungen  des  1600-kVA-Folientransformators  bei  dreiphasiger  Berech- 
nung. 


3.7,3  Berechnete  Kurzschlussverluste 

Ausgehend  von  einem  ur  =  0, 80  %  ergeben  sich  aus  der  Bemessungsleistung  von  1600  kVA 
die  Kurzschlussverluste  zu  =  12, 8  kW.  Dieser  Wert  liegt  erheblich  unter  den  gemessenen 
Verlusten  von  15,7  kW.  Dafiir  konnen  die  oben  schon  erwahnten  Verluste  in  den  axialen  Zu- 
leitungsschienen,  die  das  Modell  nicht  erfasst,  ausschlaggebend  sein.  Wie  bei  alien  anderen 
in  dieser  Arbeit  untersuchten  Transform atoren  kann  die  Verlustberechnung  auch  hier  nur 
orientierende  Aussagen  liefern.  Im  folgenden  Abschnitt  werden  die  wichtigsten  Ergebnisse 
der  Streuinduktivitatsberechnung  aus  der  Untersuchung  von  fiinf  verschiedenen  Transfor- 
matoren  noch  einmal  zusammengefasst. 

3.8  Ergebnisse  der  Streuinduktivitatsberechnung  im  Uberblick 

In  diesem  Kapitel  ist  anhand  von  zum  Teil  sehr  unterschiedlichen  Transformatoren  gezeigt 
worden,  mit  welcher  Genauigkeit  es  die  Randelementmethode  ermoglicht,  mit  einem  zwei- 
dimensionalen  Modell  die  Streuinduktivitat  von  Transformatoren  ohne  Verwendung  von 
Erfahrungsfaktoren  zu  bestimmen.  Als  wesentliche  Ergebnisse  sollen  festgehalten  werden: 

1.  Mit  der  Randelementmethode  ist  es  moglich,  die  Streuinduktivitaten  von  Leistungs- 
transformatoren  zu  bestimmen.  Abweichungen  von  unter  5  %  sind  dabei  die  Regel. 
Fur  detaillierte  Modelle  ist  -  nach  heutigem  Stand  -  Hochstrechenleistung  erforder- 
lich,  grobere  Modelle  mit  deutlich  abgesenkten  Rechnerressourcen  sind  jedoch  nur 
wenig  ungenauer. 

2.  Auch  fur  Sonderkonstruktionen  ist  das  Verfahren  anwendbar.  Nur  wenn  die  Felder  zu 
ausgepragt  dreidimensional  werden,  z.B.  weil  Spulen  in  der  Fenstermitte  enden  und 
dadurch  ein  Querfeld  erzeugen,  konnen  nur  noch  Richtwerte  bestimmt  werden. 

3.  Um  Rechnerressourcen  zu  sparen,  konnen  einphasige  Rechnungen  verwendet  werden. 
Mittelt  man  die  Ergebnisse  einzelner  einphasiger  Berechnungen  von  Wicklungen  auf 
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3  Berechnung  der  Streu-  und  Nullinduktivitaten  sowie  der  Kurzschlussverluste 


dem  mittleren  und  auBeren  Schenkel,  so  sind  einerseits  die  insgesamt  benotigten  Rech- 
nerressourcen  immer  noch  deutlich  kleiner  als  bei  dreiphasigen  Rechnungen,  anderer- 
seits  werden  deren  Ergebnisse  sehr  genau  reproduziert. 

4.  Nullinduktivitaten  und  Kurzschlussverluste  konnen  derzeit  nur  als  Richtwerte  be- 
stimmt  werden.  Im  Vergleich  zu  den  Streuinduktivitaten  liegen  die  Abweichungen 
von  Vergleichswerten  deutlich  hoher. 

Als  weitere  Anwendung  der  Streuinduktivitatsberechnung  wird  im  nachsten  Kapitel  die 
Kraftberechnung  diskutiert.  Die  Randelementmethode  ermoglicht  einen  einfachen  Weg,  die 
Krafte  auf  ganze  Wicklungen  oder  Teile  davon  zu  berechnen. 
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4  Kraftberechnung  mit  der  Randelementmethode 


4  Kraftberechnung  mit  der  Randelementmethode 

Mit  der  Randelementmethode  kann  man  die  Felder  und  die  lokalen  Stromverteilungen  in  den 
Leitern  bestimmen.  Es  ist  deshalb  ebenfalls  moglich,  die  auf  die  Leiter  wirkenden  Lorentz- 
Krafte  durch  eine  Integration  zu  berechnen.  Als  Alternative  bietet  sich  an,  iiber  die  bisher 
bestimmten  Induktivitaten  Krafte  auf  die  Leiter  zu  berechnen.  Dazu  ermittelt  man  aus 
den  als  eingepragt  anzusehenden  Stromen  die  magnetische  Energie,  die  mit  den  Windungen 
verkniipft  ist.  Durch  die  Differentiation  der  Energie  nach  einer  kleinen  Verschiebung  ergibt 
sich  die  Kraft  auf  die  verschobenen  Leiter.  Beide  Methoden  weisen  verschiedene  Vor-  und 
Nachteile  auf,  die  in  diesem  Kapitel  diskutiert  werden. 

4.1  Kraftberechnung  mit  dem  Lorentz-Integral 

Zunachst  soil  die  klassische  Berechnung  der  Kraft  erlautert  werden,  wenn  die  magnetischen 
Felder  und  die  lokale  Stromverteilung  bekannt  sind.  Man  benutzt  die  bekannte  Lorentz- 
Formel 

P  =  l-(eIxS\,  (4.1) 

um  die  mechanische  Wirkung  des  magnetischen  Feldes  auf  einen  geradlinigen  Linienleiter 
der  Lange  l  und  der  Richtung  e  zu  beschreiben,  in  dem  ein  Strom  /  fliefit.  Bei  ausgedehnten 
Leitern  mit  einer  Querschnittsflache  V  geht  diese  Gleichung  in  das  Integral 

F  ~l  Jv^S(x,y)x  B  (x,  y)  )  dx  dy  (4.2) 

fiber.  Dabei  muss  die  tatsachliche  Stromdichte  S  (x,  y)  bekannt  sein,  die  auch  Wirbelstrome 
enthalt.  Im  Gegensatz  dazu  braucht  das  Eigenfeld  eines  geradlinigen  Leiters,  fur  den  die 
Kraftwirkung  bestimmt  wird,  bei  der  Berechnung  von  B  (x,  y)  nach  [18]  nicht  beriicksichtigt 
zu  werden.  Um  das  Integral  (4.2)  nummerisch  moglichst  genau  auswerten  zu  konnen,  ist  die 
Kenntnis  der  lokalen  Stromdichte  S  (x,  y)  und  des  Magnetfeldes  B  (x,  y)  von  alien  anderen 
Leitern  an  jeder  beliebigen  Stelle  innerhalb  der  Querschnittsflache  V  des  Leiters  notig. 
Einen  deutlichen  Vorteil  weist  dabei  die  Randelementmethode  gegeniiber  anderen  Feld- 
berechnungsverfahren  auf.  Bei  der  nummerischen  Auswertung  der  Gleichung  (4.2)  kann  - 
unabhangig  von  der  Randelementeverteilung  und  damit  der  Diskretisierung  -  ein  beliebig 
femes  Raster  gewahlt  werden.  Bei  den  anderen  Verfahren  ist  das  Feld  immer  nur  an  aus- 
gewahlten  Punkten  bekannt.  Dazwischen  muss  interpoliert  werden.  Natiirlich  bedeutet  die 
erhohte  Genauigkeit  auch  die  Inkaufnahme  von  hohen  Rechenzeiten,  denn  die  Felder  und 
Strome  an  jedem  Integrationspunkt  mfissen  erst  berechnet  werden.  Hinzukommt,  dass  bei 
einer  ausgepragten  Stromverdrangung  zu  den  Leiterrandern  hin  dort  sehr  feinmaschig  inte- 
griert  werden  muss. 

Neben  diesen  Problemen  gibt  es  speziell  bei  der  Kraftberechnung  mit  der  Randelementme¬ 
thode  noch  drei  weitere  Gesichtspunkte,  die  die  Anwendung  der  Lorentz-Integration  (4.2) 
unattraktiv  machen.  Zum  einen  wird  -  wie  oben  beschrieben  -  das  Magnetfeld  ohne  den  An¬ 
ted  des  Leiters  benotigt,  auf  den  man  die  Kraftwirkung  bestimmen  will.  Andererseits  muss 
fur  die  lokale  Stromverteilung  in  diesem  Leiter  das  Eigenfeld  beriicksichtigt  werden.  Die 
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4.1  Kraftberechnung  mit  dem  Lorentz-Integral 


Kraftberechnung  fur  einen  Leiter  benotigt  somit  zwei  Feldberechnungen.  Fur  jeden  zusatz- 
lichen  Leiter,  auf  den  die  Kraft  bestimmt  werden  soil,  kommt  eine  weitere  hinzu.  Diese 
verschiedenen  Feldprobleme  konnen  jedoch  nicht  -  wie  bei  der  Streuinduktivitatsberech- 
nung  -  gleichzeitig  gelost  werden.  Damit  sich  keine  Wirbelstrome  in  dem  Leiter  ausbilden, 
auf  den  die  Kraft  bestimmt  werden  soli,  die  wiederum  das  Gesamtfeld  beeinflussen,  muss  die- 
ser  Leiter  komplett  aus  der  Feldberechnung  entfernt  werden.  Somit  ist  die  Bestimmung  der 
Krafte  fur  eine  groBe  Anzahl  an  Leitern  bei  umfangreichen  Modellen  durch  die  zahlreichen 
Rechnungen  praktisch  nicht  einsetzbar. 

Ein  zweites  Problem  besteht  in  der  Verletzung  der  Bedingung  (2.34).  Sie  fordert  das  Ver- 
schwinden  der  Summe  der  eingepragten  Strome.  Nimmt  man  einen  Leiter  aus  der  Rechnung 
heraus,  fiihrt  das  zwangslaufig  dazu,  dass  sich  die  Stromsumme  der  ubrigen  Leiter  nicht 
niehr  zu  Null  erganzt,  sofern  der  betroffene  Leiter  nicht  stromlos  gewesen  ist.  Zwar  hat  sich 
in  der  Praxis  gezeigt,  dass  der  dadurch  entstandene  Fehler  gering  ist,  allerdings  kann  keine 
Aussage  dariiber  getroffen  werden,  ob  dieses  stets  der  Fall  ist. 

Zudem  ist  bei  der  Berechnung  der  Krafte  fiber  das  Lorentz-Integral  (4.2)  zu  beachten,  dass 
das  lineare  Gleichungssystem  der  Randelementmethode  zur  Bestimmung  der  Felder  und 
Strome  vollstandig  gelost  werden  muss  -  im  Unterschied  zur  Berechnung  der  Streuindukti- 
vitaten.  Daher  werden  bei  der  Berechnung  deutlich  mehr  Speicher  und  Rechenzeit  benotigt. 
Insgesamt  zeigt  sich,  dass  diese  Art  der  Kraftberechnung  liber  das  Lorentz-Integral  zwar 
durchfiihrbar  ist,  jedoch  fur  umfangreiche  Systeme  wie  Leistungstransformatoren  der  Urn- 
fang  der  Rechnungen  zur  Zeit  iiber  ein  akzeptables  MaB  hinausgeht.  Zur  Veranschaulichung 
dieser  Zusammenhange  wird  im  Folgenden  ein  einfaches  Beispiel  vorgestellt.  Ein  Leiterpaar 
mit  einem  groBen  Mittenabstand  im  Verhaltnis  zum  Leiterquerschnitt  dient  als  Vergleich  zu 
den  theoretisch  berechneten  Werten  bei  punktformigen  Leitern. 


4.1.1  Beispiel  fur  die  Kraftberechnung  iiber  das  Lorentz-Integral 

In  diesem  Abschnitt  soil  die  erzielbare  Genauigkeit  der  Kraftberechnung  iiber  das  Lorentz- 
Integral  (4.2)  den  dazu  benotigen  Rechenzeiten  gegeniibergestellt  werden.  Des  Weiteren  soli 
die  Kraftwirkung  mit  derjenigen  vergleichen  werden,  die  zwischen  zwei  Linienleitern  gleichen 
Mittenabstandes  auftritt.  Als  Referenz  dient  dazu  das  Leiterpaar  aus  Abbildung  4.1.  Die 
quadratischen  Leiter  weisen  eine  Kantenlange  a  auf,  die  gegeniiber  dem  Mittenabstand  d 
der  Leiter  vernachlassigt  werden  kann.  Dann  ist  die  Approximation  durch  Linienleiter  eine 
hinreichende  Naherung. 

Fur  das  Magnetfeld  eines  punktformigen  Leiters,  in  dem  der  Strom  I  flieBt,  gilt  im  Abstand 


+/  -/ 


Bild  4.1:  Quadratisches  Leiterpaar  mit  Kantenlange  a  bzw.  Linienleiter  im  Mittelpunkt  der  Quadrate.  Der 
Mittenabstand  betr&gt  d  »  a. 
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r  vom  Leitermittelpunkt 

27T  r 


(4.3) 


Nach  [19]  wirkt  somit  auf  einen  Linienleiter  der  Lange  l  im  Abstand  d  eine  Kraft  vom  Betrag 


F  =  l- 


Mo-/2 
27 Td  ’ 


(4.4) 


wenn  wie  im  Beispiel  die  Leiter  die  Strome  +1  und  -/  fiihren.  Bei  einen  angenommenen  Ab¬ 
stand  von  d=lm  und  eingepragten  Stromen  von  I  —  100  A  ergibt  sich  als  Referenzlosung 
eine  Kraft  von 


(4.5) 


entlang  der  Verbindungsachse.  Da  es  bei  Leitern  mit  punktformigem  Querschnitt  keine  Wir- 
belstrome  gibt,  ist  dieses  Ergebnis  unabhangig  von  der  Frequenz  des  Stroms. 

Bei  der  Bereehnung  der  Kraft  mit  der  Randelementmethode  und  der  Lorentz-Integration 
wird  fur  das  Leiterpaar  ebenfalls  ein  Mittenabstand  von  d  =  1  m  gewahlt.  Die  Kantenlange 
soil  a  =  1  cm  betragen,  so  dass  wegen  d  >  a  die  Ergebnisse  mit  dem  Linienleiter  vergleichbar 
sind.  Bei  einer  Frequenz  von  50  Hz  ergeben  sich  fur  verschiedene  Genauigkeiten  berechnete 
Krafte,  die  um  weniger  als  0,5  %  vom  Referenzwert  abweichen.  Mit  nur  einem  geringen 
Mehraufwand  konnen  Abweichungen  von  unter  0,05  %  erreicht  werden.  Man  muss  fur  diese 
Genauigkeit  mindestens  10000  Stiitzstellen  pro  Leiter  bei  der  Integration  in  Gleichung  (4.2) 
verwenden.  Die  Anzahl  der  Randelemente  ist  dabei  nicht  relevant.  Auf  den  verwendeten 
Rechnern  dauern  Rechnungen  dieser  Art  weniger  als  eine  Minute  und  benotigen  nur  einige 
Kilobytes  Speicher. 

Anders  ist  die  Situation,  wenn  eine  hdhere  Frequenz  betrachtet  wird.  Bei  1  MHz  bewirkt  die 
Stromverdrangung  zu  den  Randern  hin  eine  deutliche  Verschlechterung  der  nummerischen 
Integration.  Die  Tabelle  4.1  zeigt,  wie  bei  einer  gleichmafligen  Verteilung  der  Stiitzstellen 
ein  erheblicher  Teil  des  eingepragten  Stromes  nicht  erfasst  wird,  wenn  die  lokale  Stromdichte 
iiber  den  Leiterquerschnitt  integriert  wird.  Es  sei  an  dieser  Stelle  jedoch  darauf  hingewiesen, 
dass  fur  die  Bereehnung  der  Wicklungskrafte  von  Leistungstransformatoren  nur  Frequenzen 
untersucht  werden  miissen,  die  weit  unterhalb  von  1  MHz  liegen. 


Stiitzstellen 

erfasster  Strom 

Rechenzeit 

100 

89,5  % 

2s 

400 

94,4  % 

5  s 

2500 

96,1  % 

28  s 

10000 

96,9  % 

110  s 

250000 

96,9  % 

2710  s 

1000000 

97,7  % 

10860  s 

Tabelle  4.1:  Erfassfcer  Strom  und  benotigte  Rechenzeit  fur  verschiedene  Stutzstellenzahlen  bei  der  numme¬ 
rischen  Integration  der  Kraft  iiber  die  Lorentz-Formel. 
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4.2  Kraft berechnung  uber  die  magnetische  Energie 


Trotz  einer  wesentlich  erhohten  Anzahl  von  Stfitzstellen  konvergiert  das  Integral  fiber  die 
Stromdichte  nur  sehr  langsam  auf  den  Referenzwert.  Gleichzeitig  wachst  die  Rechenzeit  stark 
an.  Duroh  eine  zu  den  Randern  hin  steigende  Anzahl  der  Stfitzstellen  kann  die  Konvergenz 
geringffigig  verbessert  werden.  Weiterhin  ist  die  Kraft  urn  den  Faktor  des  zu  wenig  erfassten 
Stroms  zu  korrigieren.  Man  nimmt  dabei  an,  dass  sich  der  fehlende  Strom  gleichmafiig  fiber 
den  Leiter  verteilt.  Berucksichtigt  man  diesen  Korrekturfaktor,  so  ergeben  sich  fur  die  oben 
beschriebenen  Rechnungen  die  Ergebnisse  in  der  nachfolgenden  Tabelle  4.2. 


Stfitzstellen 

Ff 

100 

1,813  mN/m 

400 

1,884  mN/m 

2500 

1,871  mN/m 

10000 

1,894  mN/m 

250000 

1,861  mN/m 

1000000 

1,867  mN/m 

Tabelle  4.2:  Mit  der  Lorentz-Integration  bestimmte  Krafte  auf  einen  Leiter  des  quadratischen  Leiterpaares 
aus  Abbildung  4.1. 

Erst  bei  einer  grofien  Anzahl  Stfitzstellen  konvergiert  das  Ergebnis.  Bei  der  Berechnung 
der  Streuinduktivitaten  ist  eine  deutlich  bessere  Konvergenz  festzustellen.  Deshalb  wird  im 
Weiteren  die  Kraftberechnung  allein  fiber  die  magnetische  Energie  untersucht. 

4.2  Kraftberechnung  iiber  die  magnetische  Energie 

Bei  einer  infinitesimal  kleinen  und  langsamen  Verschiebung  dx  eines  physikalischen  Systems 
gegen  eine  konstante  Kraft  F  ergibt  sich  eine  Energieanderung  von 


dW  =  F  ■  dx. 


(4.6) 


Man  kann  dann  bei  dem  untersuchten  System  von  induktiv  gekoppelten  Windungen  davon 
ausgehen,  dass  die  bei  dieser  Verschiebung  verrichtete  Arbeit  vollstandig  in  das  magneti¬ 
sche  Feld  fiberfuhrt  wird,  das  von  den  stromdurchflossenen  Windungen  erzeugt  wird.  Das 
heifit,  man  vernachlassigt  jede  durch  die  Verschiebung  verursachte  Anderung  in  den  Wir- 
belstromen.  Ein  Vergleich  der  nummerisch  ermittelten  Kurzschlussverluste  uT  vor  und  nach 
solchen  Verschiebungen  zeigt,  dass  diese  Annahme  berechtigt  ist. 

Ffir  ein  Leiterpaar  bzw.  eine  Windung  ergibt  sich  die  magnetische  Energie  Wm  nach  [20]  zu 
=  \LI\  (4.7) 


wobei  L  die  Selbstinduktivitat  bezeichnet.  Ffir  Systeme  von  n  induktiv  gekoppelten  Leiter- 
paaren  wird  diese  Gleichung  in  vektorieller  Schreibweise  als  Bilinearform 


Ln 

L\2 

L21 

L22 

Fjii 

£ln 

^2n 


\ 

(  h\ 
h 

) 

\h) 

(4.8) 


90 


4  Kraftberechnung  mit  der  Randelementmethode 


dargestellt.  Aus  der  Energieanderung  -  verursacht  durch  eine  kleine  Verschiebung  Ax  eini- 
ger  Leiter  -  kann  man  die  nach  Gleichung  (4.6)  Kraft  bestimmen,  die  in  Richtung  dieser 
Verschiebung  wirkt.  So  gilt  fur  den  Betrag  der  Kraft 


F  = 


AW 
Ax  ’ 


(4.9) 


wobei  AW  =  Wx  —  Wo  die  Energiedifferenz  zwischen  dem  verschobenen  und  dem  Ausgangs- 
zustand  darstellt.  Im  vorliegenden  Fall  kann  man  einen  Leiter  oder  sogar  eine  ganze  Gruppe 
von  Leitern,  z.B.  eine  Wicklung,  verschieben  und  mit  der  Randelementmethode  die  verander- 
te  Induktivitatsmatrix  berechnen.  Damit  sind  auch  hier  zwei  Feldberechnungen  notwendig, 
um  die  Kraft  zu  ermitteln,  die  auf  alle  verschobenen  Leiter  entlang  der  Verschiebungsrich- 
tung  wirkt.  In  diesem  Punkt  entspricht  die  Energiemethode  der  Lorentz-Integration. 

Um  die  Genauigkeit  der  nummerischen  Differentiation  zu  steigern,  sollte  neben  der  Verschie¬ 
bung  Ax  auch  die  entgegengesetzte  um  —  Ax  betrachtet  werden.  Damit  wird  der  Gradient 
der  magnetischen  Energie  in  beide  Richtungen  ausgewertet.  Dies  fiihrt  nach  [21]  nur  zu  ei- 
nem  Fehler  der  Ordnung  0(Ax2)  anstatt  von  O(Ax)  bei  einer  einseitigen  Betrachtung.  Fur 
eine  zweite  Koordinatenrichtung  kann  die  Basisrechnung  ebenfalls  genutzt  werden;  zusatz- 
liche  Durchlaufe  mit  entsprechend  anderen  Verschiebungen  -  um  z.B.  Ay  -  sind  jedoch 
vorzunehmen. 

Besteht  das  gesamte  System  nur  aus  einem  Leiterpaar,  so  folgt  aus  Gleichung  (4.7) 


AW  =  W1-W0=  \LJ2  -  \l0I2  =  l-ALI2 

mit  AL  —  Li  —  L0.  Daraus  ergibt  sich  mit 
1  A  V  „ 


F_  AW 
l  l- Ax 


2  Aa; J 


(4.10) 


(4.11) 


die  auf  die  Lange  l  bezogene  Kraft  auf  das  System  entlang  der  Richtung  von  Ax.  Mit  der 
Beziehung  (4.8)  folgt  analog  dazu  far  ein  System  aus  n  Leiterpaaren 


1 

2Ax 


(Iuhr-'In) 


(  A  L'n 

AL'12 

A  L'n 

AL22 

V  AI'nl 

A  L'h 
ALL 


AL' 


\ 

f  h  \ 
h 

/ 

U  / 

(4.12) 


An  dieser  Stelle  soli  der  Spezialfall  eines  Zweiwicklungstransformators  naher  betrachtet  wer¬ 
den.  Aus  Gleichung  (4.12)  wird  dann 


F'=2AX-^- 


(  Ai'n 

A  L'u  \ 

(h  \ 

V  AI'21 

^  ) 

\h) 

(4.13) 


wobei  der  Index  1  wiederum  die  Oberspannungswicklung  und  der  Index  2  die  Unterspan- 
nungswicklung  kennzeichnet.  Die  Matrizen  konnen  zu 


Ff  = 


2Ax 


(A L'UI\  +  (A L'12  +  A L'21)  hi a  +  A L’nlf) 


(4.14) 
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ausmultipliziert  werden.  Mit  A V  —  L[  -  L'0  und  Gleichung  (3.32)  gilt 

A L\i  =  UHWj  ■  (Ay,!  -  A;j|0) ,  (4.15) 

wenn  A-j  0  die  Leitwerte  in  der  Ausgangslage  und  A-  j  die  der  verschobenen  Geometrie 
bezeichnet.  Zusatzlich  ist  zu  beachten,  dass  A  und  A  als  Strome  in  Ober-  und  Unterspan- 
nungswicklung  in  der  Beziehung 

h  =  h  (4.16) 


stehen,  wenn  der  Magnetisierungsstrom  von  unter  1  %  vom  Nennstrom  vernachlassigt  wird. 
Das  negative  Vorzeichen  beruht  auf  der  Konvention  der  Stromrichtungen.  Ein  in  positiver 
2-Richtung  fliefiender  Strom  in  den  Hinleitern  der  Windungen  wird  positiv  gezahlt.  Dadurch 
muss  in  einer  der  beiden  Wicklungen  ein  negativer  Strom  flieBen.  In  die  Gleichung  (4.14) 
eingesetzt  erhalt  man 


F  —  2^^  (^11,1  ”  ^11,0  “  (^12,1  ^12,0  +  ^-21,1  ~  ^21,o)  +  ^22,1  ^22, o)  ' 

=  2Ax  ^11,1  ~  ^124  ~  ^21,1  ^224  +  ^11,0  ~  ^12,0  “  ^21,0  +  ^22, o)  ’  Wl^l 

1  = 


2Ax 


(4.17) 


unter  Verwendung  der  Definition  der  Streuinduktivitat  Le% i  =  A'U|I  —  -  Ao^j  +  A^j  aus 

den  Gleichungen  (3.10)  und  (3.33).  Fiir  einen  Zweiwicklungstransformator  ergibt  sich  also 
die  Kraft  aus  der  Anderung  der  Streuinduktivitat  infolge  einer  geringen  Verschiebung  Ax. 
Mit  diesem  Ergebnis  geht  jedoch  auch  ein  nummerisches  Problem  einher:  Die  Streuinduk¬ 
tivitaten  werden  aus  Differenzen  von  Leitwerten  gewonnen,  die  sich  typischerweise  erst  in 
der  vierten  Stelle  nach  dem  Komma  unterscheiden.  Aus  solchen  Streuinduktivitaten  zweier 
leicht  unterschiedlicher  Rechnungen  wird  wiederum  eine  Differenz  gebildet.  Bei  Verschiebun- 
gen  um  1  mm  unterscheiden  sich  die  Streuinduktivitaten  erst  in  der  fiinften  oder  sechsten 
Stelle,  so  dass  insgesamt  die  Krafte  aus  Differenzen  von  Induktivitaten  berechnet  werden, 
deren  fuhrende  acht  Stellen  identisch  sind.  Ob  die  aus  der  Losung  eines  linearen  Gleichungs- 
systems  von  iiber  100000  Gleichungen  gewonnenen  Induktivitaten  trotz  der  Verwendung 
doppelt  genauer  Zahlen  eine  solche  Genauigkeit  aufweisen,  kann  nicht  sichergestellt  wer¬ 
den.  Bevor  auf  diese  Rechnungen  eingegangen  wird,  soli  zunachst  das  obige  Beispiel  fur  die 
Kraftberechnung  erneut  aufgegriffen  werden. 


4.2.1  Beispiel  fiir  die  Kraftberechnung  iiber  die  magnetische  Energie 

Im  Abschnitt  4.1.1  ist  die  Kraft  auf  einen  Leiter  des  Leiterpaares  aus  Abbildung  4.1  iiber  die 
Integration  der  Lorentz- Kraft  diskutiert  worden.  Wahrend  sich  die  Kraft  bei  einer  Frequenz 
von  50  Hz  mit  Rechnungen  von  nur  wenigen  Sekunden  Dauer  prazise  bestimmen  lieB,  waren 
die  Krafte  bei  1  MHz  auch  mit  mehr  Randelementen  sowie  einen  Vielfachen  an  Stiitzstellen 
bei  der  Integration  nicht  mehr  hinreichend  genau  zu  ermitteln,  weil  die  Stromverteilung 
durch  Wirbelstrome  nicht  mehr  aufgelost  werden  konnte. 
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Ganz  anders  stellt  sich  die  Situation  bei  der  Verwendung  der  Kraftberechnung  iiber  die 
magnetische  Energie  gemaft  Gleichung  (4.11)  dar.  Die  Berechnung  der  Selbstinduktivitat 
des  betrachteten  Leiterpaares  dauert  unabhangig  von  der  Frequenz  nur  wenige  Sekunden, 
wenn  die  Rechnungen  -  wie  im  vorangegangenen  Beispiel  -  mit  nur  10  Randelementen  pro 
Seite  durchgefiihrt  werden.  Als  Verschiebung  wird  0,1  mm  gewahlt.  Beide  Leiter  werden  um 
diese  Strecke  nach  aufien  verschoben,  so  dass  die  Symmetrie  erhalten  bleibt.  Damit  betragt 
Az  =  0, 0002  m. 

Wie  die  Tabelle  4.3  zeigt,  ergeben  sich  bei  beiden  Frequenzen  mit  der  Energiemethode  die 
gleichen  Krafte.  Die  Kraft  stimmt  aufierdem  genau  mit  der  theoretischen  Referenzlosung  fur 
Linienleiter  gleichen  Mittenabstandes  uberein. 


Frequenz 

U  in  10-12  H/m 
unverschoben 

V  in  10  12  H/m 
verschoben 

A V  in  10"12  H/m 
bei  Ax  =  0, 0002  m 

F’ 

50  Hz 

2161846 

2161926 

80 

2,000  mN/m 

1  MHz 

2055908 

2055988 

80 

2,000  mN/m 

Tabelle  4.3:  Ergebnisse  der  Kraftberechnung  liber  die  Energiemethode  bei  verschiedenen  Frequenzen, 

Zu  untersuchen  bleibt  noch,  wie  gut  die  Kraftberechnung  senkrecht  zur  Verbindungslinie  der 
beiden  Leiter  funktioniert.  Theoretisch  ist  in  diesem  Fall  keine  Kraft  zu  erwarten  und  auch 
die  Lorentz-Integration  liefert  nur  einen  verschwindend  geringen  Wert  von  10"8  mN/m.  Bei 
einer  nummerischen  Integration  ist  es  natiirlich  fast  unmoglich,  genau  Null  zu  berechnen. 
Als  zweite  Rechnung  wird  fur  die  Energiemethode  hier  eine  Verschiebung  nur  eines  Leiters 
um  Ay  =  0, 1  mm  gewahlt.  Eine  Verschiebung  beider  Leiter  ohne  weiteren  Bezugspunkt 
in  der  Rechnung  ist  nicht  sinnvoll,  da  es  sich  dann  immer  noch  um  die  gleiche  Geometrie 
handelt. 

Bei  beiden  untersuchten  Frequenzen  erhoht  sich  die  bezogene  Selbstinduktivitat  des  Lei¬ 
terpaares  um  2  *  10"15  H/m,  wenn  ein  Leiter  um  Ay  =  0, 1  mm  verschoben  wird.  Dieses 
entspricht  einer  Kraft  von  F'  =  0, 2  ^N/m.  Damit  die  Energiemethode  fur  diese  Kraft  exakt 
Null  liefert,  ist  fur  jede  Frequenz  eine  weitere  Rechnung  mit  einer  entgegengesetzten  Ver¬ 
schiebung  notig.  Bei  einer  Rechnung  mit  Ay  =  -0, 1  mm  ergibt  sich  ebenfalls  eine  Erhohung 
der  Selbstinduktivitat  um  2  •  10“ 15  H/m.  Aufgrund  der  entgegengesetzten  Verschiebung  be¬ 
tragt  die  Kraft  in  diesem  Fall  jedoch  Ff  —  -0, 2  jiN/m,  so  dass  sich  insgesamt  der  Mittelwert 
von  F*  =  0  N/m  einstellt.  Abschliefiend  sollen  die  beiden  Methoden  der  Kraftberechnung 
noch  einmal  verglichen  werden. 

4.2.2  Gegeniiberstellung  der  beiden  Methoden  zur  Kraftberechnung 

Bei  dem  Vergleich  der  beiden  vorgestellten  Methoden  seien  besonders  die  Gesichtspunkte 
Rechenzeit  und  Speicherbedarf  sowie  die  Genauigkeit  betrachtet. 

•  Rechenzeit:  Eine  eindeutige  Aussage,  welche  Methode  die  schnellere  ist,  lasst  sich 
nicht  treffen.  Ein  einfaches  Beispiel  soli  dieses  belegen.  Betrachtet  wird  dabei  ein  Mo- 
dell,  das  fur  die  Streuinduktivitatsberechnung  eine  Zeiteinheit  (ZE)  benotigt.  Grund- 
lage  fur  die  Lorentz-Integration  ist  eine  Feldberechnung,  die  -  wie  das  Beispiel  im 
Anhang  A  zeigt  -  etwa  30  %  mehr  Matrixoperationen  benotigt,  also  hier  mit  einem 
Zeitaufwand  von  1,3  ZE  abgeschatzt  wird.  Ein  solche  Rechnung  ist  fur  jeden  Leiter 
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notig,  fur  den  die  Kraftwirkung  bestimmt  werden  soil.  Hinzukommen  die  Basisrech- 
nung  sowie  eine  von  der  erforderlichen  Genauigkeit  abhangige  Zeit  fur  die  nummeri- 
sche  Integration.  Will  man  die  Krafte  auf  n  einzelne  Leiter  bestimmen,  benotigt  man 
mindestens  1,3  •  (n  +  1)  ZE  fur  die  Krafte  in  beide  Koordinatenricht ungen. 

Bei  der  Methode  iiber  die  magnetischen  Energien  ist  fur  jede  Kraft  mindestens  eine 
weitere  Streuinduktivitatsberechnung  notwendig.  Der  Zeitbedarf  summiert  sich  damit 
auf  (n  +  1)  ZE,  wenn  man  die  Krafte  nur  in  eine  Koordinatenrichtung  benotigt,  bzw. 
(2-n  +  l)  ZE,  wenn  beide  Richtungen  berechnet  werden  sollen.  In  diesen  Fallen  ist  die 
Methode  der  Lorentz-Integration  immer  schneller.  Interessiert  jedoch  nur  die  summa- 
rische  Kraft  auf  eine  ganze  Wicklung,  ist  bei  der  Energiemethode  nur  eine  zusatzliche 
Rechnung  erforderlich.  Insgesamt  werden  dann  2  ZE  benotigt.  Beispielsweise  ware  die 
Lorentz-Integration  bei  770  Leitern  in  der  untersuchten  Windung  mit  iiber  1000  ZE 
zu  veranschlagen.  Fur  die  Bestimmung  von  Wicklungskraften  ist  damit  die  Energie¬ 
methode  immer  schneller. 

•  Speicher:  Im  Gegensatz  zur  Rechenzeit  fallt  der  Vergleich  der  beiden  Methoden 
beziiglich  des  Speicherbedarfs  deutlich  zu  Gunsten  der  Energiemethode  aus.  Die  teil- 
weise  Losung  des  Gleichungssystems  benotigt  rund  30  %  weniger  Speicher  als  die  fiir 
die  Feldberechnung  notige  vollstandige  Losung.  Hinzukommt,  dass  fiir  die  Kraftberech- 
nung  iiber  die  magnetische  Energie  moglicherweise  bei  der  Induktivitatsbestimmung 
Symmetrien  ausgenutzt  werden  konnen.  Dieses  ist  bei  der  Integrationsmethode  nicht 
moglich,  wie  auf  Seite  88  beschrieben. 

Bei  Ausnutzung  von  Symmetrien  reduziert  sich  der  Speicher  auf  etwa  ein  Viertel  des 
urspriinglichen  Bedarfs.  Damit  wiirde  die  Lorentz-Integration  etwa  das  Fiinffache  an 
Speicher  benotigen.  Fur  detaillierte  Modelle  kann  dieses  das  entscheidende  Kriterium 
sein. 

•  Genauigkeit:  Wie  die  vorangegangenen  Beispiele  gezeigt  haben,  kann  es  bei  der 
Kraftberechnung  mit  der  Lorentz-Integration  zu  Konvergenzproblemen  kommen.  Die- 
se  treten  besonders  bei  hoheren  Frequenzen  auf,  wenn  Wirbelstrome  den  Strom  an  den 
Leiterrand  drangen.  Nur  mit  einem  extremen  Aufwand  durch  die  Verwendung  vieler 
Stiitzstellen  bei  der  Integration  kann  dieses  Problem  gelost  werden.  Bei  Netzfrequen- 
zen  ist  damit  jedoch  nicht  zu  rechnen. 

Solche  Probleme  kennt  die  Energiemethode  auch.  Die  interne  Stromverteilung  ist  durch 
die  Verwendung  der  Induktivitaten  automatisch  einbezogen.  Kritisch  ist  nur  die  Diffe- 
renz  der  Streuinduktivitaten,  die  zur  Kraftberechnung  herangezogen  wird.  Hier  kann 
der  in  der  Nummerik  bekannte  Effekt  der  Differenz  grofier  Zahlen  gleich  doppelt  auf- 
treten.  Solange  dies  jedoch  nicht  eintritt,  liefert  die  Energiemethode  die  genaueren 
Ergebnisse. 

Als  Fazit  kann  festgehalten  werden,  dass  die  Kraftberechnung  iiber  die  Energiemethode  be¬ 
sonders  bei  umfangreichen  Modellen  aufgrund  der  geringeren  Speicheranforderungen  deutli- 
che  Vorteile  gegeniiber  der  Lorentz-Integration  bietet.  Beziiglich  Genauigkeit  und  Rechenzeit 
ist  die  Energiemethode  oft,  allerdings  nicht  immer  uberlegen.  Am  Beispiel  des  schon  unter¬ 
suchten  U0“kV-/10-kV-TVansformators  sollen  nun  mit  der  Energiemethode  Wicklungskrafte 
bestimmt  werden,  da  hier  die  Rechenzeit  fiir  die  Lorentz-Integration  urn  ein  Vielfaches  grofier 
ware. 
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4.3  Kraftberechnung  am  Beispiel  des  110-kV-/10-kV-Transfor- 
mators 

Im  Betriebs-  wie  auch  im  Kurzschlussfall  wirken  Krafte  sowohl  in  radialer  als  auch  in  axialer 
Richtung  auf  die  Wicklungen.  Betrachtet  werden  hier  nur  Krafte,  die  auf  die  Hin-  oder 
Riickleiter  einer  Wicklung  summarisch  eine  result ierende  Kraft  ergeben.  Heben  sich  z.B. 
Kontraktionskrafte  gegeneinander  auf,  konnen  sie  mit  der  Energiemethode  nicht  bestimmt 
werden.  Es  bleiben  damit  einerseits  die  radial  wirkenden  Normalkrafte  sowie  andererseits  bei 
asymmetrischer  Wicklungsanordnung  die  parallel  zur  Spulenachse  gerichteten  Schubkrafte 
zu  ermitteln. 

Fur  die  Kraftberechnung  werden  die  Betriebsstrome  zu  Grunde  gelegt.  Natiirlieh  sind  die 
Kurzschlusskrafte  um  ein  Vielfaches  groBer,  jedoch  gelten  immer  Abhangigkeiten  der  Form 
F  ~  /2,  so  dass  die  Umrechnung  auf  Kurzschluss-Strome  einfach  erfolgen  kann.  1st  ein 
Transformator  mit  einer  relativen  Kurzschluss-Spannung  die  einzige  Impedanz  im  Kurz- 
schlusskreis,  so  gilt  fur  den  Anfangskurzschlusswechselstrom 


r" 

4 


frT 


(4.18) 


Der  fur  die  Kurzschlusskraft  maBgebliche  StoBkurzschluss-Strom  Is  bestimmt  sich  daraus 
zu  maximal 


is  =  %/2 kI£  a  20  ■  irT,  (4.19) 

wenn  der  StoBfaktor  k  mit  dem  Maximalwert  2  und  die  relative  Kurzschluss-Spannung  zu 
Uk  =  0, 14  angenommen  werden.  Damit  ergeben  sich  Kurzschlusskrafte,  die  um  den  Faktor 
400  groBer  als  die  im  Betriebsfall  auftretenden  Beanspruchungen  sind. 

Bei  einem  fertiggestellten  Transformator  ist  es  nicht  moglich,  die  auf  die  Wicklungen  wirken¬ 
den  Krafte  experimentell  zu  bestimmen,  denn  man  benotigt  dazu  von  auBen  einen  Zugriff 
auf  die  einzelnen  Wicklungen.  Dieses  ist  zwar  bei  Versuchsausfiihrungen  moglich;  fabrikfer- 
tige  Exemplare  sind  dafiir  jedoch  nicht  zu  verwenden.  Um  die  mit  der  Randelementmethode 
bestimmten  Krafte  einzuordnen,  konnen  keine  Messwerte  als  ReferenzgroBen  herangezogen 
werden.  Diese  sind  auf  eine  andere  Weise  zu  bestimmen. 

4.3.1  Bestimmung  von  Referenzwerten 

Fur  eine  Berechnung  der  in  einem  Transformator  wirkenden  Krafte  benotigt  man  die  Felder 
und  Strome  in  alien  Leitern,  die  dann  gemafi  Gleichung  (4.2)  integriert  werden.  Es  hat  sich 
gezeigt,  dass  man  mit  einfachen  Annahmen  und  einer  auf  der  Methode  von  Rogowski,  vgl. 
[1],  basierenden  Feldberechnung  fur  standardisierte  Geometrien  die  Krafte  relativ  genau 
bestimmen  kann. 

In  [22]  werden  auf  diese  Weise  die  Normal-  und  die  Schubkrafte  auf  Transformatorenwick- 
lungen  bestimmt.  Dabei  wird  von  einem  Zweiwicklungstransformator  ausgegangen,  dessen 
primare  und  sekundare  Wicklungen  eine  identische  Hohe  h  aufweisen.  Weiterhin  relevant 
ist  der  Abstand  g  der  innenliegenden  Wicklung  zum  Eisenkern  sowie  die  gesamte  Breite  a 
beider  Wicklungen  inklusive  ihres  Zwischenraumes.  Zusatzlich  wird  noch  die  mittlere  Win- 
dungslange  l  benotigt.  An  dieser  Stelle  wird  wiederum  die  bisher  mit  Erfolg  verwendete 
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Bild  4.2:  Kraftwirkung  an  einem  einfachen  Transformatorenmodell:  a)  Normalkrafte  b)  Schubkrafte. 


energiegewichtete  Windungslange  leg  nach  Gleichung  (3.35)  eingesetzt.  Eine  schematische 
Darstcllung  der  zu  Grunde  gelegten  Geometrie  bietet  die  Abbildung  4.2a. 

Zur  Kraftberechnung  nach  [22]  benotigt  man  zunachst  den  in  der  Literatur  als  Rogowski- 
Faktor  bekannten  Wert 

K  =  1  -  4--  (4.20) 

7 xh 

Bei  den  hier  vorliegenden  Geometrien  mit  /i«l,5m  und  a«0.2m  gilt 

Th«1'  ^ 

so  dass  auf  eine  weitere  Reihenentwickhmg  von  K  verzichtet  werden  kann.  Die  Normalkraft 
berechnet  sich  dann  zu 

FN  =  ^-l^~(un-h)\  (4.22) 

mit  der  primarseitigen  Windungszahl  W\  sowie  dem  Strom  Ix  der  Primarwicklung.  Wahlt 
man  die  energiegewichtete  Lange  des  110-kV-/10-kV-Transformators  nach  Tabelle  3.4,  so 
ergibt  sich  eine  Normalkraft  F n  von 

Fn  =  34,  99  kN  (4.23) 

auf  die  Wicklungen,  wobei  die  Kraft  immer  von  der  anderen  Wicklung  weggerichtet  ist. 
Dieses  wird  von  den  sich  jeweils  abstofienden  Feldern  gegensinnig  stromdurchflossener  Leiter 
verursacht.  Dementsprechend  wirkt  bei  asymmetrischen  Geometrien  wie  in  Abbildung' 4.2b 
eine  axiale  Kraft  stets  so  auf  die  Wicklungen,  dass  sich  die  Asymmetrien  verstarken.  Nach 
[22]  berechnet  man  diese  Schubkraft  zu 


’cs 


t  ■  z+ri2 


(f  +9) 


(wx-h)2. 


(4.24) 
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Der  Faktor  x  als  Mafl  der  relativen  Verkiirzung  der  aufteren  Wicklung  sowie  die  Anzahl  der 
sogenannten  Querstreugruppen  n  gehen  hier  zusatzlich  in  die  Rechnung  ein.  In  der  Bezeich- 
nung  Querstreuung  spiegelt  sich  die  Tatsache  wider,  dass  die  axialen  Kraft e  im  Gegensatz 
zu  den  radialen  Wicklungskraften  von  Streufeldern  verursacht  werden,  die  senkrecht  zu  dem 
Hauptstreufeld  verlaufen.  Diese  Felder  bezeichnet  man  summarisch  als  Querfelder,  die  auch 
schon  beim  63-MVA-Doppelstock-Transformator  auf  Seite  69  bei  den  Kurzschlussversuchen 
2  bis  4  eine  wesentliche  Einflussgrofie  dargestellt  haben.  Bei  der  hier  vorliegenden  Geometrie 
mit  einer  Primarspule,  die  sowohl  oben  als  auch  unten  kiirzer  als  die  sekundare  Wicklung  ist, 
gilt  n  —  2.  Natiirlich  beschreibt  die  verwendete  Geometrie  den  realen  Transformat  or  nicht 
exakt,  so  dass  die  hier  berechneten  Schubkrafte  ungenau  sein  konnen.  Fur  den  untersuchten 
110-kV-/10-kV-Transformator  betragt  die  Schubkraft 


Fs  =  638  N.  (4.25) 

Anschlieflend  sollen  die  berechneten  Referenzwerte  fur  die  Normalkraft  Fn  und  die  Schub¬ 
kraft  Fs  mit  den  Kraften  verglichen  werden,  die  sich  aus  der  nummerischen  Feldberechnung 
mit  der  Randelementmethode  ergeben. 

4.3.2  Ermittlung  der  Krafte  mit  der  Randelementmethode 

Als  Beispiel  fiir  die  Kraftberechnung  mit  der  Randelementmethode  wird  der  von  der  Streuin- 
duktivitatsberechnung  her  bekannte  110-kV-/10-kV-Transformator  verwendet.  Er  weist  ei¬ 
ne  Geometrie  auf,  die  der  in  [22]  vorausgesetzten  am  ehesten  entspricht.  Weiterhin  sind 
detaillierte  einphasige  Modellierungen  mit  den  zur  Verfiigung  stehenden  Rechnerressourcen 
berechenbar. 

Alle  Krafte  sind  mit  Verschiebungen  von  Ax  =  ±0,001  m  an  einphasigen  Modellen  be- 
stimmt  worden,  wobei  immer  die  Ergebnisse  der  beiden  Rechnungen  fiir  die  positive  wie 
negative  Verschiebung  gemittelt  worden  sind.  Eine  Untersuchung  liber  die  richtige  Wahl  der 
Verschiebung  wird  im  Abschnitt  4.3.3  vorgenommen.  Die  Frequenz,  bei  der  die  Rechnun¬ 
gen  durchgefiihrt  worden  sind,  ist  weiterhin  /  =  50  Hz.  Als  mittlere  Leiterlange  wird  die 
energiegewichtete  Lange  leg  verwendet. 

Wie  wegen  der  genauen  Ergebnisse  der  Streuinduktivitatsberechnung  zu  vermuten  ist,  kon¬ 
nen  die  Normalkrafte  mit  der  Randelementmethode  sehr  gut  bestimmt  werden.  In  beiden 
Fallen  sind  es  die  (Langs-)  Streufelder,  die  das  Ergebnis  im  Wesentlichen  beeinflussen.  In 
der  Tabelle  4.4  sind  die  mit  der  Energiemethode  gewonnenen  Krafte  dargestellt. 


Modell 

Fn 

1 

34,31  kN 

2 

34,34  kN 

3 

34,32  kN 

4 

34,31  kN 

5 

34,36  kN 

Tabelle  4.4:  Berechnete  Normalkrafte  Fn  des  110-kV-/10-kV-Transformators. 

Da  bei  den  Modellen  1  bis  5  die  berechneten  Normalkrafte  weitestgehend  konstant  sind,  ist 
auf  die  umfangreiche  Berechnung  der  beiden  feinsten  Modelle  6  und  7  verzichtet  worden. 
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Gegeniiber  dem  in  Gleichung  (4.23)  bestimmten  Vergleichswert  liegen  die  hier  ermittelten 
Krafte  um  1,9  %  niedriger.  Angesichts  der  Tatsache,  dass  die  Geometrie  des  untersuch- 
ten  Transform ators  etwas  von  der  in  Abbildung  4.2  dargestellten  abweicht  -  z.B.  ist  die 
Oberspannungswicklung  um  1,5  %  kiirzer  als  die  Unterspannungswicklung  -  stimmen  die 
Resultate  erstaunlich  gut  uberein.  Bemerkenswert  ist  vor  allem,  dass  schon  mit  dem  ein- 
fachsten  Modell  das  Endergebnis  bestimmt  werden  kann. 

Anders  ist  die  Situation  bei  der  Berechnung  der  Schubkrafte  auf  die  in  y-Richtung  nicht 
ganz  symmetrisch  angeordneten  Wicklungen.  Wie  die  Krafte  aus  der  Tabelle  4.5  zeigen, 
iiegt  hier  keine  Konvergenz  vor  und  der  Referenzwert  von  F$  =  638  N  aus  Gleichung  (4.25) 
wird  auch  nur  ungefahr  erreicht.  Beim  feinsten  Modell  betragt  die  Abweichung  26,8  %.  Dass 
beim  Modell  6  der  Referenzwert  fast  genau  getroffen  worden  ist,  muss  deshalb  als  Zufall 
angesehen  werden. 


Modell 

1 

43  N 

2 

72  N 

3 

59  N 

4 

1004  N 

5 

958  N 

6 

630  N 

7 

809  N 

Tabelle  4.5:  Berechnete  Schubkrafte  Fs  des  110-kV-/10-kV-Transformators. 

AufFallig  sind  die  extrem  geringen  Krafte,  die  fur  die  Modelle  1  bis  3  berechnet  worden  sind. 
In  diesen  Nachbildungen  werden  vergleichsweise  grofie  Leiter  verwendet;  die  Schubkrafte 
verursachenden  Querfelder  sind  an  den  Wicklungsenden  nur  sehr  unzureichend  nachgebildet. 
Bei  feineren  Modellierungen  werden  diese  Querfelder  schon  deutlich  besser,  aber  immer 
noch  nicht  genau  erfasst.  Eine  Ursache  dafiir  konnte  eine  nicht  so  ausgepragte  Fiihrung 
der  Felder  durch  den  Eisenkern  sein.  Vor  allem  der  Bereich  der  gekriimmten  Felder  an  den 
Wicklungsenden  kann  sich  auBerhalb  der  Kernebene  von  den  Verhaltnissen  innerhalb  der 
Modellebene  unterscheiden.  Eine  zweidimensionale  Modellierung  ware  in  diesem  Fall  wie  bei 
dem  schon  untersuchten  Doppelstock-Transformator  nicht  ausreichend. 

Als  weitere  Fehlerquelle  darf  man  dariiberhinaus  die  Nummerik  nicht  auBer  Acht  lassen.  Bei 
der  Kraftberechnung  mit  der  Energiemethode  werden  Differenzen  von  Streuinduktivitaten 
gebildet.  Da  die  Streuinduktivitaten  selber  schon  als  DifFerenz  grofier  Zahlen  angesehen 
werden  mussen,  ist  es  fraglich,  wieviele  Stellen  bei  der  DifFerenz  zweier  fast  identischer 
Streuinduktivitaten  noch  verwendet  werden  diirfen.  Bei  der  Berechnung  der  Normalkrafte 
Fn  hat  sich  zumindest  eine  Genauigkeit  von  100  N  herausgestellt.  Dieser  Wert  konnte  auch 
hier  die  Genauigkeitsgrenze  markieren. 

4.3.3  Einfluss  der  Wahl  der  Verschiebung  auf  die  berechneten  Krafte 

Als  wesentlicher  Parameter  beeinflusst  die  GroBe  der  Verschiebung  die  Ergebnisse  der  Kraft¬ 
berechnung  mit  der  Energiemethode.  Dabei  sind  zwei  Aspekte  zu  beachten,  die  sich  beziiglich 
ihrer  Optimierung  widersprechen.  Zum  einen  sollte  die  Verschiebung  so  klein  wie  moglich 
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sein,  weil  die  Kraft  aus  einem  Differenzenquotienten  bestimmt  wird,  der  eine  echte  Differen¬ 
tiation  approximieren  soil.  Dieses  gelingt  bei  moglichst  kleinen  Schrittweiten  im  Allgemeinen 
am  besten. 

Andererseits  verursacht  eine  zu  kleine  Verschiebung  moglicherweise  nur  eine  zu  kleine  Ver- 
anderung  in  den  betrachteten  Induktivitaten,  so  dass  das  Ergebnis  nummerisch  nicht  mehr 
zuverlassig  ist.  Um  diese  Effekte  gegeneinander  abwagen  zu  konnen,  sind  bei  verschiedenen 
Verschiebungen  die  Schubkrafte  auf  die  Wicklungen  verglichen  worden.  Die  Krafte  an  sich 
sind  zwar  -  wie  im  Abschnitt  4.3.2  dargelegt  -  nicht  genau;  jedoch  kann  ihr  Konvergenzver- 
halten  untersucht  werden.  In  der  Tabelle  4.6  sind  die  berechneten  Krafte  fur  drei  Modelle 
bei  vier  verschiedenen  Verschiebungen  aufgefiihrt. 


Mo  dell 

Verschiebung 
Arr  =  ±0, 001  m 

Verschiebung 
Ax  —  ±0,01  m 

Verschiebung 
Ax  =  ±0, 02  m 

Verschiebung 
Ax  =  ±0, 03  m 

1 

43  N 

42  N 

41  N 

37  N  ’ 

2 

72  N' 

73  N 

71  N 

68  N 

3 

59  N 

61  N 

59  N 

56  N 

Tabelle  4.6:  Konvergenz  der  mit  der  Energiemethode  bestimmten  Krafte  bei  unterschiedlichen  Verschiebun¬ 
gen. 

Eindeutig  zu  erkennen  ist  die  Abnahme  der  berechneten  Kraft  bei  zu  grofien  Verschiebungen. 
Dieser  Effekt  tritt  auf,  wenn  die  Ableitung  der  magnetischen  Energie  nach  der  Verschiebung 
bei  grofteren  Verschiebungen  geringer  wird.  Es  wird  dann  mit  dem  Differenzenquotienten  der 
Mittelwert  iiber  einen  zu  groBen  Bereich  gebildet.  Andererseits  zeigen  die  nur  geringfiigigen 
Anderungen  in  den  berechneten  Kraften  bei  Verschiebungen  zwischen  Ax  —  ±0,001  m  und 
Ax  —  ±0, 02  m,  dass  die  Wahl  der  Verschiebung  das  Ergebnis  nur  relativ  gering  beeinflusst. 
Weiterhin  wird  deutlich,  dass  die  mit  einer  Verschiebung  von  Ax  =  ±0,001  m  berechneten 
Krafte  bei  einer  zehnfach  groBeren  Verschiebung  Ax  ~  ±0, 01  m  fast  identisch  reproduziert 
werden.  Daraus  lasst  sich  schlieBen,  dass  die  nummerischen  Ungenauigkeiten  in  diesem  Fall 
noch  nicht  relevant  sind,  denn  sonst  hatten  sich  die  Ergebnisse  starker  unterscheiden  miissen. 
Festzuhalten  bleibt  als  Ergebnis,  dass  die  GroBe  der  Verschiebung  in  gewissen  Grenzen 
beliebig  gewahlt  werden  kann.  In  der  Praxis  haben  sich  dabei  Verschiebungen  von  Ax  = 
±0, 001  m  bis  Ax  =  ±0, 01  m  als  brauchbar  erwiesen. 

Nachdem  mit  der  Kraftberechnung  als  Anwendung  die  Streuinduktivitatsberechnung  an 
Leistungstransformatoren  abgeschlossen  ist,  sollen  durch  eine  Verkniipfung  von  Feld-  und 
Netzberechnung  kapazitive  Kopplungen  beriicksichtigt  werden,  um  abschlieBend  die  Fre- 
quenzgange  von  TYansformatoren  sowie  die  bei  hoheren  Frequenzen  auftretenden  Eigenfor- 
men  in  den  Wicklungsstromen  zu  berechnen. 
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5  Ermittlung  der  Frequenzgange  und  Eigenformen  von 
Leistungstransformatoren 

Bislang  sind  in  dieser  Arbeit  allein  die  induktiven  Kopplungen  zwischen  Leitern  eines  zwei- 
dimensionalen  Modells  betrachtet  worden.  Darauf  basierend  konnten  Streu-  und  Nullinduk- 
tivitaten,  Kurzschlussverluste  und  Wicklungskrafte  von  Leistungstransformatoren  numme- 
risch  bestimmt  werden.  An  dieser  Stelle  soil  nun  das  Modell  um  kapazitive  Kopplungen 
erweitert  werden.  Die  eigentliche  Feldberechnung  bleibt  dabei  in  ihrer  bisherigen  Form  er- 
halten.  Allerdings  bilden  die  so  berechneten  induktiven  Spannungsabfalle  entlang  der  Win- 
dungen  jetzt  die  Grundlage  fur  eine  Netzberechnung,  in  der  zusatzlich  Kapazitaten  zwischen 
den  Windungen  zu  beriicksichtigen  sind. 

Dabei  werden  die  Kapazitaten  der  Wicklungen  als  gegebene  GroBen  angenommen,  die  z.B. 
aus  einer  elektrostatischen  Feldberechnung  stammen  konnen  oder  als  Messwerte^vorliegen. 
Ein  Verteilungsalgorithmus  ordnet  jeder  Windung  einen  entsprechenden  Anted  der  Kapa¬ 
zitaten  zu.  Diese  Vorgehensweise  ist  dadurch  gerechtfertigt,  dass  an  real  existierenden  Trans- 
formatoren  zwar  summarische  Kapazitatsmessungen  zwischen  zwei  Wicklungen  oder  einer 
Wicklung  und  der  Erde  durchfiihrbar  sind,  jedoch  die  kapazitiven  Kopplungen  zwischen  den 
einzelnen  Windungen  zweier  Wicklungen  nicht  bekannt  sind. 

Nimmt  man  realistische  Kapazitaten  zu  den  mit  der  Randelementmethode  berechneten  in¬ 
duktiven  Kopplungen  hinzu,  so  erhalt  man  ein  System  von  induktiv  und  kapazitiv  gekop- 
pelten  Leitern.  Aus  der  Losung  des  zugehorigen  Gleichungssystems  konnen  z.B.  die  lokale 
Stromverteilung  innerhalb  einer  Wicklung  oder  bei  Variation  der  Frequenz  der  Frequenz- 
gang  eines  Leistungstransformators  berechnet  werden.  Dabei  kann  man  mit  der  Berechnung 
in  Frequenzbereiche  vordringen,  die  messtechnisch  bisher  nur  aufierst  schwierig  zu  erfassen 
gewesen  sind.  Ob  das  verwendete  Modell  dann  jedoch  noch  ausreichend  genau  fur  konkrete 
Aussagen  ist,  bleibt  bis  zur  Verifizierung  durch  Messwerte  offen.  Es  ist  jedoch  zu  vermuten, 
dass  die  Rechnungen  zumindest  Tendenzen  fur  das  tatsachliche  Verhalten  von  Leistungs¬ 
transformatoren  bei  hohen  Frequenzen  aufzeigen.  Dabei  ist  auch  zu  beachten,  dass  aufgrund 
des  hohen  Rechenaufwandes  die  Untersuchung  auf  einphasige  Modelle  beschrank't  bleibt. 
Zunachst  soil  durch  die  Verkniipfung  einer  Netzberechnung  mit  der  bisher  verwendeten  zwei- 
dimensionalen  Feldberechnung  das  Gleichungssystem  (2.88)  erweitert  werden.  Dazu  miissen 
die  Windungen  durch  Knotenpunkte  miteinander  verbunden  werden. 

5.1  Verknupfung  von  Feldberechnung  und  Netzberechnung 

Es  ist  das  Ziel  dieses  Abschnitts,  die  bestimmten  Induktivitaten  mit  realistischen  Kapa¬ 
zitaten  zu  koppeln,  um  so  ein  vollstandiges  Abbild  der  elektrischen  Strome  in  Leistungs¬ 
transformatoren  zu  erhalten.  Hierbei  ist  vor  allem  das  Verhalten  bei  hoheren  Frequenzen 
interessant,  denn  bei  einer  Netzfrequenz  von  /  —  50  Hz  spielen  die  Kapazitaten  infolge  ihrer 
hohen  Impedanz  keine  Rolle. 

Ausgegangen  wird  von  einem  ebenen  Transformatormodell  mit  n  nachgebildeten  Leitern, 
von  denen  einer  den  Eisenkern  darstellt.  Ublicherweise  ist  die  Anzahl  der  Tore  des  auf- 
zustellenden  Netzwerks  identisch  mit  der  Anzahl  der  Wicklungen  und  werde  hier  mit  t 
gekennzeichnet.  Eine  Sonderrolle  nimmt  an  dieser  Stelle  der  Eisenkern  ein,  der  kein  Tor  im 
eigentlichen  Sinne  darstellt,  aber  auch  nicht  mit  dem  Rest  des  Netzwerks  verbunden  ist.  Es 
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Bild  5.1:  Einfaches  Beispiel  fur  die  Verknupfung  von  Feld-  und  Netzberechnung.  1,1*:  Primarwicklung,  2,2’: 
SekundcLrwicklung,  3:  Eisenkern. 

muss  nur  sichergestellt  sein,  dass  kein  Strom  durch  den  Eisenkern  in  Richtung  der  z-Achse 
flieBen  kann.  Um  die  ebenen  Leiter  mit  Kapazitaten  zu  verbinden,  miissen  Knotenpunkte  de- 
finiert  sein.  Ihre  Zahl  m  ist  abhangig  von  der  Verschaltung  der  Windungen  in  den  einzelnen 
Wicklungen.  SchlieBlich  bezeichne  k  die  Anzahl  der  im  System  vorhandenen  Kapazitaten. 
Fur  einen  einphasigen  Zweiwicldungstransformator  ist  die  Verschaltung  in  der  Abbildung 

5.1  schematisch  dargestellt.  Das  einfache  Modell  enthalt  fur  Ober-  und  Unterspannung  je 
nur  eine  Windung,  die  Leiterzahl  betragt  damit  n  —  5.  Beide  zu  einer  Windung  gehorenden 
Leiter  sind  auf  der  einen  Seite  verbunden,  wahrend  sich  am  anderen  Ende  die  Torknoten 
befinden.  Bei  t  =  2  Toren  ergeben  sich  insgesamt  m  —  8  Knoten.  In  das  Netzwerk  sind 
je  zwei  Erd-  und  Windungskapazitaten  sowie  eine  Koppelkapazitat  zusatzlich  zu  den  aus 
der  Feldberechnung  stammenden  Induktivitaten  und  ohmschen  Widerstanden  eingetragen; 
somit  folgt  k  =  5.  In  diesem  Modell  bleibt  der  Eisenkern  ohne  galvanische  Kopplung  zu 
den  Leitern,  um  seine  Stromlosigkeit  zu  gewahrleisten.  Deshalb  miissen  die  Erdkapazitaten 
zwischen  Wicklungen  und  Schenkel  oder  Joch  zu  einem  zusatzlichen  Erdknoten  gefiihrt 
werden. 

Es  stellt  sich  nun  die  Aufgabe,  die  durch  die  Verknupfung  mit  einer  Netzberechnung  zusatz¬ 
lich  entstandenen  physikalischen  GroBen  in  das  lineare  Gleichungssystem  der  Feldberech¬ 
nung  (2.88)  zu  integrieren. 

5.1.1  Erweiterung  des  Gleichungssystems  der  Feldberechnung 

Bei  einer  Netzberechnung  ergeben  sich  alle  Strome  und  Spannungen  innerhalb  des  Netzwerks 
aus  den  eingepragten  Grofien  an  den  Toren.  Dazu  miissen  die  Impedanzen  aller  Netzwer- 
kelemente  bekannt  sein.  Hier  stammen  die  Induktivitaten  und  ohmschen  Widerstande  aus 
einer  Feldberechnung,  wahrend  die  Kapazitaten  vorgegeben  werden.  Zunachst  sollen  jedoch 
alle  in  diesem  Transformatormodell  auftretenden  NetzwerkgroBen  angegeben  werden. 

Wie  schon  bei  der  Feldberechnung  sind  die  Strome  in  den  n  modellierten  Leitern  zu  be- 
trachten.  Sie  bilden  den  Vektor 

[Id  =  (Iul2.  •••.!„).  (5.1) 

Im  Gegensatz  zur  Feldberechnung  sind  die  Leiterstrome  in  der  Netzberechnung  Unbekannte. 
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Weiterhin  sind  die  Strdme  durch  die  k  Kapazitaten  zu  berechnen,  die  den  Vektor 


[Zc]  =  Uc,i.Ic,2.--..Zc,k)  (5-2) 

bilden.  Zusatzlich  benotigt  man  die  Potentiale  an  jedem  der  m  Knoten 

\£  =  ■  (5-3) 
An  den  t  Toren  sind  die  Strome  durch 

[It]  “  (Zt,1’  -t,2>  ■  *  •  >— T,t)  (^-4) 

sowie  die  Spannungen  durch 

[t/T]  =  Z^t,2,  -  •  ■ . ZZT,t) ,  (5-5) 


gegeben.  Bei  Kenntnis  aller  Vektoren  (5.1)  bis  (5.5)  ist  das  Netzproblem  vollstandig  gelost. 
Als  eingepragte  GroBen  sollen  fur  jedes  Tor  ein  Strom  oder  eine  Spannung  bekannt  sein.  Im 
Folgenden  stellt  sich  die  Aufgabe,  die  Vektoren  (5.1)  bis  (5.5)  durch  Aufstellen  der  Maschen- 
und  Knotengleichungen  miteinander  zu  verkniipfen.  Dabei  werden  alle  Gleichungen  in  Ma- 
trixform  angegeben,  weil  sie  sich  so  am  Besten  in  das  Losungsverfahren  des  Feldproblems 
integrieren  lassen. 

Zuerst  sollen  die  m  Knotengleichungen  aufgestellt  werden.  Dazu  werden  alle  Leiter-,  Tor- 
oder  kapazitiven  Strdme,  die  in  einen  Knoten  hineinflieBen,  positiv,  alle  herausflieftenden 
negativ  gezahlt.  Dieses  kann  man  mit  drei  Inzidenzmatrizen  als  Matrixgleichung  formulieren. 
Es  stellt 


[QL] 


t=l,m;^=l,n  — 


1,  wenn  der  Leiterstrom  JL  l/  in  den  Knoten  i  hineinfiieBt 
-1,  wenn  der  Leiterstrom  7L  i/  aus  dem  Knoten  i  herausflieBt 
0,  sonst 

(5.6) 


die  Verschaltung  der  Leiter, 


[Qc] 


1,  wenn  der  kapazitive  Strom  JC)i/  in  den  Knoten  i 
hineinflieBt 

-1,  wenn  der  kapazitive  Strom  JC  l>  aus  dem  Knoten  t 
herausflieBt 
0,  sonst 


(5.7) 


die  der  Kapazitaten  und 


[QT] 


1,  wenn  der  Torstrom  lT  u  in  den  Knoten  i  hineinflieBt 
— 1,  wenn  der  Torstrom  /T)V  aus  dem  Knoten  l  herausflieBt 
0,  sonst 

(5.8) 
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die  Anordnung  der  Tore  dar.  Dabei  weist  die  Matrix  [QL]  die  Dimension  m  x  n,  [Qc]  die 
Dimension  m  x  k  und  [QT]  die  Dimension  m  x  t  auf.  Anhand  der  Matrix  [QL]  wird  der 
prinzipielle  Aufbau  der  Inzidenzmatrizen  naher  erlautert.  Diese  Matrix  wird  von  rechts 
mit  dem  Vektor  der  Leiterstrome  [IL\  multipliziert,  so  dass  jede  Spalte  einem  Leiterstrom 
zugeordnet  ist.  Eine  Zeile  entspricht  dann  einem  Knoten.  In  jeder  Spalte  muss  nun  das 
Element  mit  Eins  belegt  werden,  das  dem  Knoten  zugeordnet  ist,  in  den  der  entsprechende 
Leiterstrom  hineinflieBt.  Weiterhin  gibt  es  in  jeder  Spalte  ein  Element  mit  dem  Wert  -1,  das 
zu  dem  Knoten  mit  dem  herausfliefienden  Strom  gehort.  Alle  anderen  Elemente  einer  Spalte 
sind  Null.  Insgesamt  ergeben  sich  damit  die  Knotengleichungen  in  Matrixform  zu 

[Ql]  •  [4]  +  [Qc]  •  [Lc\  +  [Qr]  •  [It]  =  [OJ.  (5.9) 

Aus  den  Spannungsabfallen  uber  den  Netzwerkelementen  ergeben  sich  die  Maschengleichun- 
gen.  Fur  jeden  Leiter  v  mit  1  <  v  <  n  ist  der  Spannungsabfall  iiber  den  Leiter  durch 


lv  •  wjL  =  £,2  -  (5.10) 

mit  der  Potentialdifferenz  an  seinen  Enden  verkniipft.  In  dieser  Beziehung  stellt  lv  die  Lei- 
terlange,  w  die  Kreisfrequenz  und  K_v  die  auf  die  Lange  bezogenen  Leiterkonstanten  dar. 
Letztere  gibt  gemaB  Gleichung  (2.105)  den  Spannungsabfall  entlang  des  Leiters  an  und  wird 
zunachst  als  bekannt  vorausgesetzt.  Das  Potential  am  Anfang  und  am  Ende  des  Leiters 
wird  mit  <j>^  und  bezeichnet.  Eine  Formulierung  in  Matrixschreibweise  benotigt  wieder- 
um  zwei  Inzidenzmatrizen. 

Fiir  die  linke  Seite  der  Gleichung  (5.10)  wird  die  Matrix  [LK]  der  Dimension  nxn  verwendet. 
Damit  sich  bei  Multiplikation  mit  dem  Vektor  [K]  von  rechts  ergibt,  muss  die  Matrix 

gemaB 

[LK]t=l,n;i/=l,n  =  lv  *  w  '  ^t,i/  (5-11) 

besetzt  sein.  Mit  der  n  X  m-Matrix  [L*]  kann  man  die  Zuordnung  zwischen  Leitern  und 
Knotenpunkten  herstellen.  Das  Schema  der  Belegung 

(—1,  wenn  der  Knoten  v  am  Anfang  des  Leiters  i  liegt 

1,  wenn  der  Knoten  v  am  Ende  des  Leiters  i  liegt  (5.12) 
0,  sonst 

ist  dabei  ahnlich  wie  bei  der  Matrix  [i Q L).  Durch  diese  beiden  Matrizen  gelingt  es,  Gleichung 
(5.10)  in  der  Matrixform 

[Lk}-[K}  +  [L*}-[£  =  0  (5.13) 


darzustellen.  Analog  zu  den  Spannungsabfallen  entlang  der  Leiter  werden  die  Kapazitaten 
behandelt.  Fiir  eine  Kapazitat  Cv  mit  1  <  v  <  k  ergibt  sich  die  Beziehung 


j  w  *  Cu 


■  Ic„  =  -  ti- 


(5.14) 
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Mit  6  ,  und  d>  n  sind  hier  wiederum  die  Potentiale  der  Knoten  bezeichnet,  zwischen  denen 

Xj/l  1.1/2 

die  Kapazitat  liegt.  Die  k  x  fc-Diagonalmatrix  [CGj  entspricht  in  Funktion  und  Aufbau  mit 


[Cc 


j  UJ  *  Cv 


(5.15) 


der  Matrix  [LK],  wahrend  die  k  x  m-Matrix  [C*]  mit  [L*]  iibereinstimmt.  Dementsprechend 
muss  sie  die  Form 


[C*\  t==i  l,m 


— 1,  wenn  der  Knoten  v  am  Anfang  der  Kapazitat  t  liegt 
1,  wenn  der  Knoten  v  am  Ende  der  Kapazitat  i  liegt  , 

0,  sonst 

(5.16) 


annehmen.  Zusammengefasst  werden  die  Beziehungen  (5.15)  dann  durch 


[£c]  •  Ucl  +  [c*\  ■  [$  =  o. 


(5.17) 


Mit  den  Maschen-  und  Knotengleichungen  sind  die  Abhangigkeiten  der  Strome  und  Span- 
nungen  im  Netzwerk  festgelegt.  Zur  vollstandigen  Beschreibung  des  Netzproblems  miissen 
noch  die  TorgroBen  betrachtet  werden.  Vorausgesetzt  worden  ist,  dass  an  jedem  Tor  entweder 
der  Torstrom  oder  die  Torspannung  eingepragt  und  damit  bekannt  sind.  Diese  eingepragten 
Grofien  sollen  im  Vektor  [T]  dem  Gleichungssystem  iibergeben  werden.  Abhangig  davon,  ob 
Strom  oder  Spannung  am  Tor  i  mit  1  <  i  <  t  eingepragt  sind,  gilt 


m  .=zT, 


oder 


(5.18) 


Wiederum  ist  mit  das  Potential  am  Eingangsknoten  und  <^2  das  Potential  am  Aus- 
gangsknoten  des  Tores  i  bezeichnet.  Da  sowohl  Strom-  als  auch  Spannungseinpragungen 
zugelassen  sind,  kann  der  Vektor  [T]  durchaus  gemischte  Groflen  enthalten. 

Auch  an  dieser  Stelle  finden  zwei  Inzidenzmatrizen  Verwendung,  die  den  Vektor  [T]  mit  den 
Torstromen  [/T]  und  den  Knotenpotentialen  [<f>]  verkniipfen.  Beide  Matrizen  weisen  t  Zeilen 
auf  -  fur  jedes  Tor  eine.  Die  Matrix  [TT]  besteht  aus  t  Spalten  und  kennzeichnet  die  Tore, 
an  denen  Strome  eingepragt  sind.  Daher  ist  sie  gemafl 


[Tt] 


wenn  in  Tor  i  ein  Strom  eingepragt  ist 
0,  wenn  in  Tor  i  eine  Spannung  eingepragt  ist 


(5.20) 


aufgebaut.  Diese  Struktur  bewirkt  immer  dann  eine  Eins  auf  der  Diagonalen,  wenn  das 
zugehorige  Tor  eine  Stromeinpragung  aufweist.  Den  m  Knotenpunkten  entspricht  die  Anzahl 
der  Spalten  in  der  Matrix  [T*].  Wie  auch  fiir  die  Matrizen  [ L ■*]  und  [C*]  gilt 


[T*] 


1,  wenn  der  Knoten  u  der  Eingangsknoten  des  Tores  i 
und  in  das  Tor  t  eine  Spannung  eingepragt  ist 
<  — 1,  wenn  der  Knoten  v  der  Ausgangsknoten  des  Tores  t  ,(5.21) 
und  in  das  Tor  i  eine  Spannung  eingepragt  ist 
0,  sonst 
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wobei  jedoch  nur  Zeilen  mit  einer  Spannungseinpragung  im  entsprechenden  Tor  belegt  sind. 
Durch 

[Tt]  •  [7t]  +  \T*]  •  [0)  =  m  (5.22) 

werden  die  eingepragten  TorgroCen  mit  den  weiteren  Netzgrofien  verkniipft.  Mit  der  Bezie- 
hung  (5.22)  ist  das  Netzproblem  vollstandig.  Jedoch  werden  bislang  nur  Potentialdifferenzen 
betrachtet.  In  jedem  Netz  ist  aber  mindestens  ein  Potential  frei  wahlbar,  z.B.  wird  das  Erd- 
potential  meist  auf  Null  festgelegt.  In  diesem  Fall  kann 

[£]  =  (0, 0, . . . ,  0)  (5.23) 

gewahlt  werden.  Durch  eine  Matrixgleichung 

m  ■  [£  =  [£]■  (5.24) 

werden  die  gewahlten  freien  Potentiale  den  entsprechenden  Knoten  zugewiesen.  Dafiir  wird 
eine  m  x  m-Matrix  [Q^]  benotigt,  die  auf  der  Diagonalen  gemaft 

(6hV,  wenn  das  Potential  des  Knotenpunktes  i 

frei  wahlbar  ist  (5.25) 

0,  sonst 

eine  Eins  enthalt,  wenn  der  entsprechende  Knotenpunkt  ein  Potential  zugewiesen  bekommen 
soil.  Dann  wird  aus  Gieichung  (5.24) 

t  =  [El  (5*26) 

Alle  anderen  Zeilen  aus  (5.24)  ergeben  nur  0  =  0. 

Mit  den  Unbekannten  [/L],  [/c],  [/T]  und  [ <j> ]  sind  in  der  Netzberechnung  n  +  k  +  t  4-  m 
GroBen  zu  bestimmen.  Dem  stehen  aus  Gieichung  (5.13)  n,  aus  Gieichung  (5.17)  k ,  aus 
Gieichung  (5.22)  t  sowie  aus  der  Gieichung  (5.9)  m  zusatzliche  Beziehungen  gegeniiber,  in 
der  Summe  also  wiederum  n  +  k  +  t  +  m.  Hinzukommt  noch  eine  geringe  Anzahl  -  meist  nur 
eine  Gieichung  -  aus  der  Beziehung  (5.24).  Da  diese  Matrixbeziehung  im  Allgemeinen  viel 
mehr  Zeilen  als  Gleichungen  enthalt,  bietet  es  sich  an,  die  Matrizen  (5.9)  und  (5.24)  durch 
Addition  zu  einer  Gieichung 

[QL]  ■  [Lti  +  IQC]  ■  del  +  [QT]  •  [It]  +  m  ■  m  =  (£]  (5.27) 

zusammenzufassen. 

Mit  Hilfe  der  bisher  beschriebenen  Gleichungen  ist  es  moglich,  dass  Netzproblem  vollstandig 
zu  losen,  wenn  -  wie  oben  angenommen  -  die  Spannungsabfaile  entlang  der  Leiter  [K]  be- 
kannt  sind.  Da  diese  jedoch  aus  einer  Feldberechnung  stammen,  die  wiederum  die  Leiter- 
strome  benotigt,  konnen  Netz-  und  Feldproblem  nicht  vollstandig  entkoppelt  werden.  Man 
kann  jedoch  auf  einfache  Weise  ein  gemeinsames  Gleichungssystem  aufstellen,  indem  man 
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im  Gleichungssystem  (2.88)  den  Vektor  der  Leiterstrome  [IL]  zu  einer  Unbekannten  macht 
Dazu  betrachtet  man  die  letzte  Zeile  des  Gleichungssystems  (2.88) 


[Al]  •  m  =  —  [/i/].  (5.28) 


Gemaft  Gleichnng  (2.98)  besteht  der  Matrixblock  [fj,I]  jedoch  nur  aus  Diagonalelementen 
Mo  •  Lv  mit  1  <v<n.  Mit  der  Diagonalmatrix  [mo],  die  nur  die  magnetische  Feldkonstante 
Mo  auf  der  Diagonalen  enthalt,  kann  man  dann  fiir  die  Gleichung  (5.28)  auch 


[AL]  •  [dA\  +  [Mo]  ■  [Ltl  =  [0]  (5.29) 


schreiben.  So  gelangen  die  unbekannten  Leiterstrome  aus  der  Inhomogenitat  des  Gleichungs¬ 
systems  (2.88)  in  den  Losungsvektor.  Fasst  man  alle  Gleichungen  zusammen,  so  ergibt  sich 
das  erweiterte  lineare  Gleichungssystem 


[/3GL]  -[/Gl]  [Sl]  [0]  [0]  [0]  [0]  \  /  [A]  \  /  [0]  \ 

[«G°]  -[/G°]  [0]  [0]  [0]  [0]  [0]  m  10] 

[0]  [AL]  [0]  [mo]  [0]  [0]  [0]  [K]  [0] 

[0]  [0]  [LK]  [0]  [0]  [0]  m  ■  \IL)  =  [0]  ,(5.30) 

[0]  [0]  [0]  [0]  [fic]  [0]  [C*]  [Ic]  [0] 

[0]  [0]  [0]  [0]  [0]  [TT]  [7*]  [JT]  [T] 

[o]  [o]  [o]  m  [k°]  [. k t]  m  J  \  \£  j  ta  J 


das  die  ebene  Feldberechnung  mit  einer  Netzberechnung  kombiniert.  Als  freie  Parameter 
sind  dabei  nur  die  eingepragten  TorgroBen  im  Vektor  [T]  zu  betrachten.  Die  unabhangigen 
Potentiale  im  Vektor  [P]  haben  keinen  Einfluss  auf  das  Ergebnis  und  konnen  mit  Null  belegt 
werden. 

Fur  das  Folgende  ist  von  Bedeutung,  dass  bei  der  Losung  des  Gleichungssystems  (5.30)  mit 
dem  GauB-Algorithmus  das  ohmsche  Gesetz  fiir  die  Leiter  entsteht.  Im  dritten  Bearbei- 
tungsschritt  nimmt  das  Gleichungssystem  zwischenzeitlich  die  Gestalt 


M  M  M  to]  [o]  [o]  [o]  \  f  [a]  \  /  [o]  \ 

[0]  [*]  [*]  [0]  [0]  [0]  [0]  m  [0] 

[0]  [0]  m  [Mo]  [0]  [0]  [0]  [K]  [0] 

[0]  [0]  [£K]  [0]  [0]  [0]  [L+]  ■  [ZL]  =  [0]  ,  (5.31) 

[0]  [0]  [0]  [0]  [£c]  [0]  [C*]  \IC]  [0] 

[0]  [0]  [0]  [0]  [0]  [TT]  [T*]  [/t]  m 

[0]  [0]  [0]  [ifL]  [Kc]  [K^]  [K*]  J  \\£  )  \{P]J 


an.  Dann  kann  die  dritte  Zeile 


K]  •  [K]  +  [W)l '  [Zl!  =  0  (5.32) 


auch  als 


m  =  -[X]"1  •  [Mo]  •  [4]  (5.33) 
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geschrieben  we rden,  da  [Y]  immer  invertierbar  ist,  wie  die  Praxis  zeigt.  Ware  das  nicht  der 
Fall,  brache  der  GauB-Algorithmus  an  dieser  Stelle  ab.  So  stellt  die  Beziehung  (5.33)  den  Zu- 
sammenhang  zwischen  den  Spannungsabfallen  entlang  der  Leiter  [K]  und  den  Leiterstromen 
[JL]  in  einer  Impedanzform  dar. 

An  dieser  Stelle  soil  darauf  hingewiesen  werden,  dass  die  eben  beschriebene  Netzberech- 
nung  zu  grofleren  Gleichungssystemen  als  die  Feldberechnung  fiihrt.  Dabei  muss  zusatzlich 
noch  auf  eine  vorhandene  Symmetric  verzichtet  werden,  weil  die  dafiir  notige  symmetrische 
Stromeinpragung  bedingt  durch  die  Kapazitaten  im  Allgemeinen  nicht  mehr  gegeben  ist. 
Ein  System  aus  10000  Leitern,  die  aus  je  4  Randelementen  bestehen,  erzeugt  so  fur  [A]  und 
[dA\  je  40000  und  fur  [A]  und  [/L]  je  10000  Unbekannte.  Die  Anzahl  der  Tore  ist  bei  einem 
dreiphasigen  Zweiwicklungstransformator  6  und  damit  vernachlassigbar  gering.  Jedoch  diirf- 
te  die  Zahl  der  Kapazitaten  und  der  Knotenpunkte  etwa  der  Zahl  der  Leiter  entsprechen. 
Mit  rund  120000  Gleichungen  ist  das  Gleichungssystem  (5.30)  damit  deutlich  groBer  als  das 
der  entsprechenden  Feldberechnung. 

Fur  die  Berechnung  von  Frequenzgangen  stellt  diese  grofie  Anzahl  an  Gleichungen  ein  Pro¬ 
blem  dar,  da  hierfur  iiblicherweise  sehr  viele  Gleichungssysteme  fur  verschiedene  Frequenzen 
gelost  werden  miissen.  Um  den  Rechenaufwand  in  Grenzen  zu  halten,  wird  im  Folgenden 
beschrieben,  wie  man  durch  Interpolation  der  Impedanzmatrix  der  Leiter  das  Problem  der 
groBen  Gleichungssysteme  umgehen  kann. 

5.2  Ersetzung  der  Feldberechnung  durch  interpolierte  Daten 

Im  vorangegangenen  Abschnitt  ist  die  GroBe  der  Gleichungssysteme  abgeschatzt  worden, 
die  sich  bei  der  Verkniipfung  von  Feld-  und  Netzberechnung  ergeben.  Diese  Gleichungs¬ 
systeme  sind  so  groB,  dass  man  sie  derzeit  nicht  in  der  Vielzahl  losen  kann,  wie  man  fur 
einen  Frequenzgang  benotigt.  Wenn  man  die  Feldberechnung  als  gegeben  betrachten  kann, 
reduziert  sich  die  Anzahl  der  Gleichungen  auf  ungefahr  und  die  Rechenzeit,  die  etwa  ku- 
bisch  mit  der  Gleichungszahl  verkniipft  ist,  betragt  nur  noch  etwa  4  %  des  Ausgangswertes. 
Hinzukomrnt  noch  ein  weiterer  Zeitvorteil,  weil  die  Netzberechnung  verhaltnismafiig  viele 
Nullblocke  enthalt. 

Ein  vollsthndiger  Verzicht  auf  die  Feldberechnung  ist  angesichts  der  ausgepragten  Frequenz- 
abhangigkeit  der  induktiven  Kopplungen  nicht  moglich,  vergleiche  dazu  auch  die  Abbildun- 
gen  3.3  und  3.5.  Jedoch  gestattet  der  glatte  Verlauf  der  Frequenzgange  L{uj)  und  R(w),  nur 
einige  Stutzstellen  zu  berechnen  und  die  fehlenden  Werte  durch  eine  Spline-Interpolation  zu 
bestimmen.  Daher  wird  die  Matrix  [Y]  aus  Gleichung  (5.33),  die  alle  induktiven  Kopplungen 
enthalt,  fur  jede  der  ausgewahlten  Stutzstellen  gespeichert;  anschlieBend  werden  Real-  und 
Imaginarteil  einzeln  fur  jedes  Matrixelement  durch  einen  kubischen  Spline  nach  [22]  interpo- 
liert.  Filr  die  Berechnung  der  Spline-Funktion  speichert  man  die  benotigten  Koeffizienten. 
Sollen  Frequenzgange  berechnet  werden,  konnen  aus  den  gespeicherten  Koeffizienten  die  fur 
die  Losung  der  Gleichungssystems  (5.30)  benotigten  Werte  filr  jede  Frequenz  beliebig  oft 
interpoliert  werden.  Die  Details  der  Interpolation  werden  im  folgenden  Abschnitt  erlautert. 

5.2.1  Kubische  Spline-Interpolation 

Aufgrund  der  glatten  Verlaufe  der  zu  interpolierenden  Funktionen,  wie  sie  z.B.  an  den  Ab- 
bildungen  3.3  und  3.5  zu  erkennen  sind,  konnen  sowohl  quadratische  als  auch  kubische 
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Spline-Interpolationen  angewendet  werden.  Insgesamt  haben  sich  jedoch  bei  einer  kubi- 
schen  Interpolation  die  zuverlassigsten  Reproduktionen  der  Ausgangskurven  ergeben;  wei- 
tere  Ausfiihrungen  sind  [23]  zu  entnehmen.  Auf  einige  Modifikationen  wird  im  Folgenden 
eingegangen. 

Gegeben  sind  fur  die  Interpolation  n>  2  Kreisfrequenzen  tui  <  . . .  <  wn  mit  den  zugehorigen 
Funktionswerten  /(wk)  =  */k  fur  1  <  k  <  n.  Da  die  Frequenzgange  nur  in  logarithmischer 
Darstellung  mit  aquidistanten  Stutzstellen  versehen  werden  konnen,  werden  kubische  Poly- 
nome  in  logo;  der  Form 

Sk  (log 6 j)  =  Ak+£k*(logo;  -  log cjk)H-Ck -(logoi  -  log  ok)2+Dk- (logo;  -  logcjk)3(5.34) 
gesucht.  Dabei  soil  einerseits 

Sk(logWk)  =  Vk  '  (5-35) 

gelten,  andererseits  sollen  sich  die  Splines  zweimal  stetig  differenzierbar  aneinanderfiigen. 
Aus  diesen  Bedingungen  ergibt  sich  zum  einen  direkt 


=  yk> 


(5.36) 


zum  anderen  das  Gleichungssystem 


(logwk  —  logo;k_i)  •  Ck_i  -P  2  •  (logu/k+i  —  logoik_i)  ■  <7k  +  (logcjk+i  —  logu;k)  •  Ck+i 

_ ^  f  2/k+l  Vk  _ Vk  2/k —  1  \  37) 

VlogWk+l  -  logWk  logWk  ~  loga)k_l7 

fiir  2  <  k  <  n  —  1.  Zur  vollstandigen  Bestimmung  der  n  Koeffizienten  Ck  reichen  die  n  -  2 
Gleichungen  (5.37)  jedoch  nicht  aus.  Die  beiden  fehlenden  Gleichungen  erhalt  man,  indem 
man  die  zweiten  Ableitungen  der  Splines  an  der  ersten  und  der  letzten  Stiitzstelle  vorgibt, 
an  denen  ja  keine  zwei  Splines  sk  zusammengefiigt  werden.  Als  Kriimmung  am  Anfang  und 
am  Ende  bietet  es  sich  an,  jene  zu  wahlen,  die  von  einer  Parabel  durch  die  ersten  bzw. 
letzten  drei  Punkte  festgelegt  wird. 

Nach  der  Losung  des  Gleichungssystems  (5.37)  miissen  nur  die  berechneten  Koeffizienten 
Ak  und  Ck  gespeichert  werden,  weil  die  noch  fehlenden  Koeffizienten  E?k  und  £)k  sich  gemaC 


B  Ak+1  -  Ak  _  logok+1  —  log  ayk 
k  logu;k+i  -  logwk  3 

£)k  -  ^Wl  Z 
k  3  •  (logwk+1  —  logoik) 


(2  *  Ck  +  Ck+i) 


(5.38) 

(5.39) 


berechnen  lassen.  Dieses  braucht  jedoch  erst  bei  der  Auswertung  der  Interpolation  zu  ge- 
schehen.  In  den  Abbildungen  5.2  und  5.3  sind  die  schon  aus  den  Abbildungen  3.3  und  3.5 
bekannten  Frequenzgange  der  Selbstinduktivitat  und  des  ohmschen  Widerstandes  der  Ober- 
spannungswicklung  des  Transformators  aus  Abbildung  3.4  noch  einmal  dargestellt.  Erganzt 
worden  sind  die  Abbildungen  durch  die  mit  kubischen  Splines  interpolierten  Verlaufe. 
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5.2  Brsetzung  der  Feldberechnung  durch  interpolierte  Paten 


Bild  5.2:  Vergleich  zwischen  der  direkt  berechneten  Selbstinduktivit&t  der  Oberspannungswicklung  des 
Transformators  aus  Abbildung  3.4  und  interpolierten  Daten. 


S 


Frequenz  /[Hz] 


Bild  5.3:  Vergleich  zwischen  dem  direkt  berechneten  ohmschen  Widerstand  der  Oberspannungswicklung  des 
TVansformators  aus  Abbildung  3.4  und  interpolierten  Daten. 
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Als  Grundlage  fur  die  Interpolation  sind  in  logarithmischer  Darstellung  aquidistante  Stiitz- 
stellen  verwendet  worden,  die  sich  jeweils  um  den  Faktor  fiinf  in  der  Frequenz  unterschie- 
den  haben.  Diese  Frequenzen  sind  als  Schnittpunkte  zwischen  den  direkt  bestimmten  Fre¬ 
quenzgangen  und  den  aus  den  Splines  berechneten  zu  erkennen.  Vergleicht  man  die  interpo- 
lierten  Kurven  mit  den  Ausgangsdaten,  so  fallt  auf,  dass  die  charakteristischen  Kriimmun- 
gen  weitestgehend  erhalten  bleiben.  Bei  den  berechneten  Induktivitaten  gibt  es  erkennbare 
Abweichungen  nur  in  dem  Frequenzbereich,  in  dem  die  Selbstinduktivitat  stark  absinkt. 
Dagegen  oszilliert  zwar  die  Kurve  der  interpolierten  Widerstande  um  die  Ausgangsdaten, 
jedoch  bleibt  die  relative  Amplitude  dieser  Sckwingungen  fiber  den  gesamten  Frequenzbe¬ 
reich  klein.  Damit  ist  die  Anwendbarkeit  der  Interpolation  durch  kubische  Spline- Funktionen 
gezeigt. 

Es  miissen  fur  jede  zu  interpolierende  Funktion  zwei  Koeffizienten  pro  Stiitzstelle  gesichert 
werden.  Bei  5000  Leitern  enthalt  die  quadratische  Kopplungsmatrix  50002  =  2, 5  •  107  kom- 
plexe  Elemente.  Zu  interpolieren  sind  also  5  •  107  Funktionen.  Mit  den  verfiigbaren  Rechnern 
kann  dieses  jedoch  in  relativ  kurzer  Zeit  geschehen.  Fur  zehn  Stiitzstellen  sind  pro  Funktion 
20  Koeffizienten  zu  speichern,  insgesamt  also  109.  Da  jeder  Koeffizient  8  Byte  beansprucht, 
werden  knapp  8  GB  Festplattenspeicher  benotigt.  Dieser  Platzbedarf  kann  derzeit  dauerhaft 
zur  Verfiigung  gestellt  werden.  Man  erreicht  damit  Einsparungen  in  der  Rechenzeit,  die  an- 
schlieBend  beim  Vergleich  zwischen  Frequenzgangen  mit  und  ohne  Interpolation  beschrieben 
werden. 


5.2.2  Vergleich  zwischen  Frequenzgangen  mit  und  ohne  Interpolation  der  in- 
duktiven  Kopplungen 

Als  Beispiel  wird  anhand  des  Modells  1  des  schon  im  Rahmen  der  Streuinduktivitatsbe- 
stimmung  betrachteten  110-kV-/10-kV-Transformators  untersucht,  ob  Frequenzgange  mit 
interpolierten  Feldberechnungen  bestimmt  werden  konnen.  Das  verwendete  Modell  ist  klein 
genug,  um  einen  Frequenzgang  liber  10  GroBenordnungen  mit  fiber  2300  berechneten  Punk- 
ten  auch  noch  mit  einer  vollstandigen  Feldberechnung  durchzufiihren.  Ein  Ausschnitt  aus 
diesem  Frequenzgang  ist  in  den  Abbildungen  5.4  und  5.5  dargestellt.  Getrennt  nach  Betrag 
und  Phase  wird  in  diesen  Abbildungen  die  oberspannungsseitige  Toradmittanz  Fxi  fur  eine 
direkte  und  eine  Berechnung  mit  interpolierten  Daten  verglichen.  Insgesamt  sind  1635  Erd-, 
Koppel-,  Scheiben-  und  Lagenkapazitaten  in  diesem  Modell  enthalten.  Auf  die  Details  der 
Verteilung  wird  im  nachfolgenden  Abschnitt  naher  eingegangen. 

Deutlich  zu  erkennen  ist,  dass  der  mit  interpolierten  Daten  berechnete  Frequenzgang  sich 
nur  unwesentlich  von  dem  vollstandig  aus  der  Feldberechnung  stammenden  unterschei- 
det.  Sowohl  bei  den  Absolutwerten  als  auch  bei  der  Phase  werden  die  Eigenfrequenzen 
fast  deckungsgleich  getroffen.  Nur  bei  einigen  Resonanzen  weichen  Hohe  und  Frequenz  ge- 
ringffigig  ab.  Jedoch  wird  der  prinzipielle  Kurvenverlauf  immer  von  der  Rechnung  mit  in¬ 
terpolierten  Daten  wiedergegeben.  Fur  andere  Frequenzbereiche  und  die  anderen  Tor-  und 
Ubertragungsadmittanzen  sowie  -impedanzen  ergeben  sich  vergleichbare  Ubereinstimmun- 
gen. 

Wahrend  die  Berechnung  des  kompletten  Frequenzganges  einschliefilich  der  Feldberechnung 
iiber  1069  CPU-Stunden  benotigt,  sind  fur  den  Frequenzgang  mit  interpolierten  Daten  nur 
knapp  407  CPU-Stunden  verwendet  worden.  Dabei  ist  die  Zeit  zur  Berechnung  der  Stiitz¬ 
stellen  (7  Stunden)  und  die  Interpolation  (weniger  als  10  Minuten)  schon  eingeschlossen. 
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5.2  Ersetzung  der  Feldberechnung  durch  interpolierte  Paten 


Bild  5.4:  Direkt  berechnetcr  Absolutwert  der  oberspannungsseitigen  Toradmittanz  im  Vergleich  mit  inter^ 
poliert  berechnetem  am  Beispiel  des  Modells  1  des  110-kV-/10-kV-Transformators. 


Bild  5.5:  Direkt  berechnete  Phase  der  oberspannungsseitigen  Toradmittanz  im  Vergleich  mit  interpoliert 
berechneter  am  Beispiel  des  Modells  1  des  110~kV-/10-kV-Transformators. 
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Neben  dem  Vorteil  der  Zeiterspaxnis  um  rund  60  %  ergibt  sich  noch  ein  geringerer  Speicher- 
bedarf.  Fur  die  Berechnung  der  Stiitzstellen  sowie  fur  den  kompletten  Frequenzgang  sind 
rund  750  MB  Hauptspeicher  erforderlich.  Bei  einer  Berechnung  des  Frequenzganges  aus  den 
interpolierten  Daten  senkte  sich  dieser  dann  aber  auf  365  MB  ab.  Zwar  sind  etwa  1000  MB 
interpolierte  Daten  auf  der  Festplatte  dafur  notwendig;  diese  stellen  jedoch  iiblicherweise 
kein  Problem  dar. 

Insgesamt  legen  die  Uberstimmung  der  Frequenzgange  und  die  enorme  Einsparung  an  Rech- 
nerressourcen  die  Verwendung  von  interpolierten  Feldberechnungen  bei  der  Bestimmung 
von  umfangreichen  Frequenzgangen  nahe.  So  ist  es  durch  die  Interpolation  erst  moglich,  bei 
umfangreicheren  Modellen  in  Frequenzbereichen  iiber  1  MHz  mit  vielen  berechneten  Eigen- 
frequenzen  die  Dichte  der  untersuchten  Frequenzen  hoch  genug  zu  halten,  um  die  einzelnen 
Eigenfrequenzen  auflosen  zu  konnen.  Einige  Beispiele  dafur  werden  im  folgenden  Abschnitt 
erlautert. 

5.3  Frequenzgange  von  Leistungstransformatoren 

In  diesem  Abschnitt  werden  die  am  Beispiel  des  110-kV-/10-kV-Transformators  berechneten 
Frequenzgange  diskutiert.  Verwendet  wird  dabei  die  oben  beschriebene  Interpolationsmetho- 
de,  um  den  Rechenaufwand  in  Grenzen  zu  halten.  Erwartet  werden  fur  die  Frequenzgange 
zahlreiche  Eigenfrequenzen,  wie  ein  einfaches  Beispiel  zeigt. 

Betrachtet  wird  dazu  eine  Spule  wie  in  Abbildung  5.6.  Zunachst  seien  die  Selbstindukti- 
vitaten  L  aller  Windungen,  alle  Gegeninduktivitaten  M  sowie  die  Kapazitaten  C  zwischen 
den  Windungen  jeweils  identisch.  Unter  diesen  speziellen  Voraussetzungen  herrscht  eine 
vollstandige  Symmetric  zwischen  den  Windungen,  weil  durch  alle  Knotenpunkte  in  der  Ab¬ 
bildung  5.6  der  gleiche  Strom  fliefit.  Bei  insgesamt  n  Windungen  mit  den  induktiven  Stromen 
/L> i  mit  1  <  %  <  n  fallt  dann  iiber  jeder  Windung  die  Spannung 

m  =  ■  {L  ■  ILli  +  M  ■  (/L)1  +  •  •  •  +  JL,n  -  4,0)  (5-40) 

ab.  Anstatt  nun  an  dieser  S telle  samtliche  Maschengleichungen  zu  einem  Gleichungssystem 
zusammenzufassen,  soil  die  Symmetric  der  Spule  ausgenutzt  werden.  Da  alle  Windungen 
untereinander  identisch  sind,  miissen  alle  Windungsstrome  ubereinstimmen,  so  dass  aus 
Gleichung  (5.40) 

A£/j  =  jw  •  (L  +  (n  -  1)  •  M)  -  Ih  (5.41) 


Bild  5.6:  Spule  mit  identischen  Selbstinduktivitaten  L  sowie  Gegeninduktivitaten  M  fur  alle  Windungen. 
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folgt,  Diese  Spannungsdifferenz  entspricht  dem  Spannungsabfall  iiber  den  Kondensatoren 

(5.42) 


Ar/c  =  -^-/c  =  -^.(/-zL), 


jw  •  C  "c  j w-C 
so  dass  sich  durch  Gleichsetzen  der  Ausdruck 

7  = _ L _ 

-L  l-iv2-C-(L  +  {n-l)-M) 


(5.43) 


ergibt.  Eine  Resonanz  findet  man  nur  bei  der  einen  Frequenz,  die  den  Leiterstrom  I_L  maxi¬ 
mal  werden  lasst,  also  bei 


1 


y/C-(L  +  {n-\)-M) 


(5.44) 


Ganzlich  anders  1st  die  Situation,  wenn  die  Gleichung  (5.40)  nicht  mehr  gilt,  weil  keine  iden- 
tische  Induktivitaten  angenommen  werden  konnen.  In  realen  Spulen  sind  die  Induktivitaten 
untereinander  zwar  ahnlich,  jedoch  aufgrund  der  unterschiedlichen  raumlichen  Lagen  der 
Windungen  nicht  mehr  gleich.  Dann  fuhrt  jede  Windung  als  eigenstandiger  Energiespeicher 
zu  einer  Resonanz.  Fiigt  man  noch  eine  zweite  Spule  hinzu,  erhoht  sich  die  Anzahl  der 
moglichen  Resonanzen  urn  ein  Vielfaches;  denn  es  konnen  nun  nicht  nur  die  spuleninternen 
Schwingkreise,  sondern  auch  Kopplungen  zwischen  den  Spulen  angeregt  werden.  SchlieB- 
lich  kommen  auch  noch  Erdkapazitaten  hinzu,  die  als  weitere  Energiespeicher  zusatzliche 
Resonanzkreise  mit  den  Windungen  bilden. 

In  TVansformatoren  muss  man  also  mit  einer  Vielzahl  von  Eigenfrequenzen  rechnen.  Bevor 
jedoch  auf  die  eigentlichen  Frequenzgange  eingegangen  werden  soil,  muss  noch  die  automa- 
tische  Verteilung  der  Kapazitaten  zwischen  den  Leitern  beschrieben  werden. 


5.3.1  Verteilung  der  Kapazitaten 

Zusatzlich  zu  den  erwahnten  Erdkapazitaten  und  Koppelkapazitaten  treten  auch  zwischen 
den  Scheiben  oder  Lagen  der  Windungen  Kapazitaten  sowie  Windungskapazitaten  zwischen 
den  einzelnen  Windungen  auf.  Letztere  sind  bei  der  Modellierung  der  kapazitiven  Kopplun¬ 
gen  unberiicksichtigt  geblieben,  weil  ihre  Anzahl  -  derzeit  noch  -  zu  grofi  ist.  Betrachtet 
man  nur  die  direkt  benachbarten  Windungen,  so  kommen  fur  jeden  Leiter  mindestens  zwei 
Windungskapazitaten  in  Frage,  so  dass  allein  durch  diese  mit  deutlich  liber  10000  Kapa¬ 
zitaten  zu  rechnen  ware.  Zum  Vergleich  betragt  die  groCte  in  dieser  Arbeit  beriicksichtigte 
Anzahl  an  Kapazitaten  gut  4000.  Da  sich  die  Windungskapazitaten  aufgrund  ihrer  geringen 
Grol3e  erst  bei  hohen  Frequenzen  auf  den  Frequenzgang  auswirken,  entstehen  durch  ihre 
Vernachlassigung  kaum  Fehler. 

Bei  der  grofien  Anzahl  der  in  den  Modellen  vorhandenen  Leiter  sowie  der  daraus  resultie- 
renden  Zahl  an  Kapazitaten  ist  es  notwendig,  die  Kapazitaten  automatisch  zu  verteilen.  Im 
Folgenden  sollen  die  dazu  verwendeten  Algorithmen  beschrieben  werden. 

Grundsatzlich  wird  immer  das  Prinzip  der  nachsten  Nachbarn  angewendet.  Nur  zwischen 
diesen  werden  kapazitive  Kopplungen  beriicksichtigt.  Obwohl  nattirlich  auch  Kapazitaten 
zwischen  den  Leitern  existieren,  zwischen  denen  auch  noch  andere  Leiter  liegen,  werden 
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1 


C/4+C/4=C/2 


Bild  5.7:  Aufteilung  einer  Kapazitat  in  Form  von  II-Ersatzschaltbildern. 


diese  erst  bei  deutlich  hoheren  Frequenzen  relevant  und  konnen  daher  vernachiassigt  werden. 
Eine  bessere  Naherung  ist  zur  Zeit  nicht  moglich,  da  die  Anzahl  der  zu  berucksichtigenden 
Kapazitaten  andernfalls  zu  grofi  wird. 

Alle  Kapazitaten  werden  in  Form  von  II-Ersatzschaltbildern  zur  Halfte  vor  und  hinter  den 
Leitern  angeordnet.  Dabei  entfallt  zusatzlich  eine  Halfte  der  Kapazitat  immer  auf  die  Hin- 
leiter,  wahrend  die  andere  zwischen  den  Ruckleitern  wirkt.  Schematisch  ist  diese  Aufteilung 
in  der  Abbildung  5.7  dargestellt.  In  diesem  Beispiel  wird  eine  Koppelkapazitat  zwischen  ei¬ 
ner  Windung  der  Oberspannungswicklung  und  einer  Windung  der  Unterspannungswicklung 
betrachtet.  Jeweils  ein  Anteil  von  C/2  wird  dabei  den  Hin-  und  Ruckleitern  zugeordnet.  Im 
Ersatzschaltbild  wird  dieser  Anteil  dann  zur  Halfte,  also  C/ 4,  vor  und  hinter  den  Leiterin- 
duktivitaten  eingefugt.  Zwischen  den  gemeinsamen  Knotenpunkten  von  Hin-  und  Riickleiter 
ergibt  sich  damit  eine  Kapazitat  von  C/2. 

Auf  diese  Weise  werden  die  Koppelkapazitaten  sowie  die  Scheiben-  und  Lagenkapazitaten 
gemafl  des  Ersatzschaltbildes  5.7  auf  einzelne  Windungen  verteilt.  Zu  beachten  ist  dabei, 
dass  immer  nur  Kapazitaten  zwischen  Knotenpunkte  gelegt  werden,  die  auf  derselben  Seite 
des  Eisenkerns  liegen.  Eine  Langs  kapazitat,  die  zwei  Knoten  vorne  und  hinten  verbindet, 
verletzt  mit  dem  durch  sie  hindurch  flieBenden  Strom  die  Bedingung  (2.34),  denn  diese 
besagt,  dass  die  Summe  der  Leiterstrome  durch  die  Modellebene  identisch  Null  sein  muss. 
Auch  bei  den  Erdkapazitaten  wird  diese  Bedingung  eingehalten.  Aus  diesem  Grund  werden 
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Erdkapazitaten  in  dieser  Arbeit  nur  von  Knotenpunkten  vor  dem  Leiter  zum  Erdknoten- 
punkt  geflihrt.  Fiir  die  Knotenpunkte  auf  der  anderen  Seite  des  Eisenkerns  ist  keine  direkte 
Verbindung  zum  Erdknotenpunkt  zulassig.  Die  konkrete  Verteilung  der  Erdkapazitaten  zeigt 
die  Abbildung  5.8.  Beriicksichtigt  werden  die  Erdkapazitaten  nur  von  solchen  Leitern,  die 
eine  Wicklung  oben  und  unten  sowie  zum  Schenkel  hin  begrenzen.  Bei  der  Oberspannungs- 
wicklung  entfallen  die  kapazitiven  Kopplungen  zu  einem  Schenkel,  weil  sich  bei  dreiphasigen 
Transformatoren  die  Oberspannungswicklung  der  nachsfcen  Phase  anschliefit.  Die  gesamte  - 
z.B.  durch  eine  Messung  bestimmte  -  Erdkapazitat  einer  Wicklung  wird  gleichmafiig  auf  alle 
Windungen  verteilt.  Mit  dieser  Naherung  vernachlassigt  man  die  unterschiedlichen  Abstande 
zum  Joch  und  zum  Schenkel  sowie  die  Kantenlangen  der  Leiter  in  der  Unterspannungswick- 
lung. 

Ein  anderes  Vorgehen  wird  bei  den  Lagen-  Oder  Scheibenkapazitaten  gewahlt.  Da  fur  diese 
keine  Messwerte  vorliegen,  werden  die  Lagenkapazitaten  mit  der  Formel  fur  Zylinderkon- 
densatoren  der  Lange  l 


C  = 


2 ire  •  l 
In  ^ 


(5.45) 
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abgeschatzt.  Die  inneren  und  auBeren  Radien  sind  dabei  durch  fj  und  ra  gegeben.  Bei 
Scheibenwicklungen  mit  einem  Abstand  d  kann  man  von  Plattenkondensatoren  ausgehen, 
fur  die 


C- 


(5.46) 


gilt.  So  ermittelte  Scheiben-  und  Lagenkapazitaten  werden  dann,  wie  in  Abbildung  5.9 
verdeutlicht  wird,  zu  gleichen  Teilen  zwischen  den  sich  jeweils  gegenuberliegenden  Leitern 
angeordnet.  Als  Voraussetzung  dafiir  miissen  jedoch  alle  benachbarten  Lagen  oder  Scheiben 
die  gleiche  Windungszahl  aufweisen.  Dieses  ist  bei  den  hier  untersuchten  Modellen  der  Fall, 
so  dass  auf  einen  komplexeren  Verteilungsalgorithmus  verzichtet  wird. 

Bei  den  Koppelkapazitaten  muss  jedoch  ein  anderes  Verfahren  verwendet  werden,  weil  die 
Anzahl  der  durch  Kapazitaten  zu  verbindenden  Leiter  in  den  beiden  Wicklungen  unter- 
schiedlich  ist.  Zwar  kann  die  gesamte  Koppelkapazitat  zwischen  zwei  Wicklungen  auch  iiber 
einen  Zylinderkondensator  abgeschatzt  werden,  sofern  keine  Messungen  vorliegen;  eine  Ver- 
teilung  zu  gleichen  Anteilen  ist  jedoch  nur  in  Ausnahmefallen  moglich.  In  der  Abbildung 
5.10  wird  ein  typisches  Beispiel  illustriert.  Den  vier  Leitern  pro  Lage  in  der  Unterspan- 
nungswicklung  stehen  drei  Scheiben  in  der  Oberspannungswicklung  gegeniiber.  Grundlage 
fur  die  Verteilung  der  Koppelkapazitat  ist  hier  der  Ansatz,  dass  pro  Langeneinheit  die  Ka¬ 
pazitat  zwischen  den  beiden  Wicklungen  gleich  sein  soli.  Falls  die  beiden  Wicklungen  etwa 
die  gleiche  Hohe  aufweisen,  ist  diese  Naherung  plausibel. 

Wenn  die  Kapazitat  pro  Langeneinheit  konstant  verteilt  wird,  bedeutet  das,  dass  von  jedem 
Leiter  der  einen  Wicklung  die  gleiche  Kapazitat  zu  Leitern  der  anderen  Wicklung  fiihrt.  Bei 
ungleichen  Leiterzahlen  in  beiden  Wicklungen  konnen  deshalb  nicht  immer  nur  zwei  Lei¬ 
ter  kapazitiv  verbunden  werden.  Vielmehr  werden  eine  Reihe  kleiner  Elementarkapazitaten 
C  wie  in  der  Abbildung  5,10  verteilt,  Deren  Zahl  ist  gleich  dem  kleinsten  gemeinsamen 
Vielfachen  der  zu  verbindenden  Leiter.  Diese  Elementarkapazitaten  werden  nun.  von  oben 
nach  unten  zwischen  den  Leitern  angeordnet.  Ist  der  Anteil  eines  Leiters  an  der  Gesamt- 
kapazitat  erreicht,  geht  man  zum  nachsten  iiber.  So  konnen  Leiter  der  einen  Wicklung 
durchaus  mit  mehreren  Leitern  der  anderen  Wicklung  kapazitiv  verbunden  sein.  Bei  dem 
Beispiel  in  Abbildung  5.10  bewirkt  diese  Art  der  Aufteilung,  dass  jeder  der  vier  Leiter  der 
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innenliegenden  Unterspannungswicklung  mit  jeweils  einer  Kapazitat  von  3  •  C  an  die  Ober- 
spannungswicklung  gekoppelt  ist.  Umgekehrt  betragt  die  Kapazitat  zwischen  den  Leitern 
der  Oberspannungswicklung  und  der  Unterspannungswicklung  4  •  C.  Insgesamt  sind  damit 
fur  Hin-  und  Riickleiter  24  C  verteilt  worden.  Daraus  kann  man  abschliefiend  die  GroBe  der 
Elementar kapazitat  C  bestimmen. 

Mit  dem  hier  vorgesteilten  Verfahren  ist  es  moglich,  die  Verteilung  von  mehreren  Tausend 
Kapazitaten  zwischen  den  Leitern  automatisch  durchzufiihren.  Dabei  sind  mehrere  Nahe- 
rungen  eingefiihrt  worden,  bei  denen  immer  diskrete  Kapazitaten  Verwendung  finden.  Dieses 
ist  ein  systematischer  Fehler,  denn  tatsachlich  erstrecken  sich  die  kapazitiven  Kopplungen 
kontinuierlich  iiber  die  gesamten  Windungen.  Da  das  verwendete  Modell  der  Induktivitaten 
jedoch  diskrete  Leiter  vorgibt,  kann  man  die  Kapazitaten  nur  daran  anpassen.  Auch  konnen 
die  hier  beschriebenen  Vorgehensweisen  nicht  unbedingt  auf  alle  mit  der  Randelementme- 
thode  berechenbaren  Geometrien  verallgeineinert  werden.  Eine  Rechtfertigung  findet  diese 
Methode  darin,  dass  die  berechneten  Frequenzgange  vom  Erscheinungsbild  mit  denjenigen 
iibereinstimmen,  die  von  anderen  Transfer  matoren  messtechnisch  ermittelt  worden  sind. 

5.3.2  Berechnete  Frequenzgange  des  110-kV-/10-kV-Transformators 

Am  Beispiel  des  von  der  Streuinduktivitatsberechnung  her  bekannten  110-kV-/10-kV-Trans- 
formators  sollen  die  rechnerisch  bestimmten  Frequenzgange  diskutiert  werden.  Dabei  steht 
auch  in  diesem  Abschnitt  der  Vergleich  zwischen  den  verschiedenen  Modellen  im  Vorder- 
grund.  Die  in  der  Tabelle  5.1  angegebenen  Rechenzeiten  zeigen,  dass  der  Rechenzeitbedarf 
bei  detaillierteren  Modellen  stark  ansteigt,  so  dass  wieder  uberpriift  werden  muss,  ob  man 
auch  mit  groberen  Modellen  zu  aussagekraftigen  Ergebnissen  kommen  kann. 


Modell 

Kapazitaten 

Rechner 

CPU-Zeit 

1 

1635 

HP-L2000 

23711  min 

2 

2743 

HP-V2250 

104750  min 

3 

4151 

HP-N4000  und  HP-V2250  ; 

255586  min  | 

Tabelle  5.1:  Anzahl  der  beriicksichtigten  Kapazitaten  und  Rechner-Ressourcen  zur  Bestimmung  der  Fre¬ 
quenzgange. 

Berechnet  worden  sind  jeweils  die  Frequenzgange  der  Modelle  1,  2  und  3  des  110-kV-/10-kV- 
Transformators  in  einem  Frequenzbereich  von  1  Hz  bis  10  GHz.  Mit  einer  logarithmischen 
Schrittweite  von  1  %  sind  2314  Punkte  ausgewertet  worden.  In  den  Modellen  wird  von 
den  vom  Hersteller  gemessenen  Erdkapazitaten  von  1,5  nF  fur  die  Oberspannungswicklung 
und  5,0  nF  fur  die  Unterspannungswicklung  sowie  von  einer  Koppelkapazitat  zwischen  den 
beiden  Wicklungen  von  3,3  nF  ausgegangen.  Die  Lagen-  und  Scheibenkapazitaten  sind  mit 
den  Beziehungen  (5.45)  und  (5.46)  abgeschatzt  worden.  Dabei  haben  sich  Kapazitaten  von 
8,0  nF  zwischen  den  Lagen  der  Unterspannungswicklung  und  etwa  0,5  nF  zwischen  den 
Scheiben  der  Oberspannungswicklung  ergeben.  Die  Gesamtzahl  der  so  erzeugten  diskreten 
Kapazitaten  ist  in  der  Tabelle  5.1  aufgefiihrt.  Zu  beachten  ist  dabei,  dass  hier  nur  einphasige 
Modelle  sowie  die  Interpolationsmethode  fur  die  induktiven  Kopplungen  verwendet  worden 
sind.  Dreiphasige  Modelle  sind  aufgrund  ihrer  enormen  Anzahl  an  Kapazitaten  derzeit  nicht 
berechenbar,  zumal  fur  einen  aussagekraftigen  Frequenzgang  eine  gewisse  Mindestdichte  der 
berechneten  Punkte  vorhanden  sein  muss.  Der  Verzicht  auf  dreiphasige  Modelle  hat  nach 
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den  Berechnungen  und  Messungen  in  [24]  nur  geringen  Einfluss  auf  die  Ergebnisse. 
Zunachst  soil  der  Frequenzgang  der  oberspannungsseitigen  Eingangsadmittanz  Yu  unter- 
sucht  werden.  Diese  ist  im  Kurzschlussfall  bei  eingepragter  Spannung  proportional  zum 
Eingangsstrom  in  der  Oberspannungswicklung  und  damit  von  besonderem  Interesse.  Dar- 
gestellt  ist  der  Bereich  von  10  kHz  bis  600  kHz  in  logarithmischer  Darstellung.  In  dieses 
Frequenzintervall  fallen  die  ersten  zehn  Eigenfrequenzen,  die  in  der  Tabelle  5.2  aufgefiihrt 
sind.  Als  Eigenfrequenzen  werden  hier  die  Pole  der  Eingangsadmittanz  Yn  bezeichnet. 


Nummer 

Frequenz 

1 

22,5  kHz 

2 

63,2  kHz 

3 

111,0  kHz 

4 

143,9  kHz 

5 

192,0  kHz 

6 

253,9  kHz 

7 

313,0  kHz 

8 

364,3  kHz 

9 

441,8  kHz 

10 

497,9  kHz 

Tabelle  5.2:  Ermittelte  niedrige  Eigenfrequenzen  der  oberspannungsseitigen  Eingangsadmittanz  Yii  fur  das 
Modell  3  des  110-kV-/10-kV-Transformators. 

Den  Verlauf  der  oberspannungsseitigen  Eingangsadmittanz  Yn  beziiglich  Betrag  und  Phase 
zeigt  das  Abbiidungspaar  5.11  und  5.12.  Bei  etwa  10  kHz  findet  der  Ubergang  vom  indukti- 
ven  zum  kapazitiven  Verhalten  statt.  An  dieser  Stelle  weist  Yn  eine  Nullstelle  auf.  Danach 
zeigt  der  Frequenzgang  eine  Reihe  von  Eigenfrequenzen,  die  sowohl  an  der  Amplitude  als 
auch  an  der  Phase  zu  erkennen  sind.  Bei  Frequenzen  fiber  100  kHz  nimmt  die  Dichte  der 
Eigenfrequenzen  merklich  zu.  Die  Frequenzgange  in  den  Abbild ungen  5.11  und  5.12  sind  mit 
dem  grobsten  Modell  1  des  110-kV-/10-kV-Transformators  berechnet  worden.  Auf  den  nach- 
folgenden  Seiten  zeigen  die  Abbildungen  5.13  und  5.14  unter  identischen  Voraussetzungen 
berechnete  Frequenzgange  mit  dem  Modell  2;  die  mit  Modell  3  bestimmten  Frequenzgange 
sind  in  den  Abbildungen  5.15  und  5.16  dargestellt. 

Ein  Vergleich  der  drei  mit  den  unterschiedlichen  Modellen  ermittelten  Frequenzgange  zeigt 
zunachst  leichte  Unterschiede  zwischen  dem  Modell  1  und  den  anderen  beiden.  Zwischen 
den  beiden  Modellen  2  und  3  sind  die  Differenzen  jedoch  nur  noch  minimal.  Dieses  kann  als 
erstes  Indiz  dafiir  aufgefasst  werden,  dass  man  auch  bei  der  Berechnung  von  Frequenzgangen 
im  unteren  Frequenzbereich  schon  bei  recht  groben  Modellen  konvergierende  Ergebnisse 
erhalten  kann. 

Bei  hoheren  Frequenzen  kann  diese  Aussage  natiirlich  nicht  mehr  zutreffen.  In  Bereichen 
oberhalb  von  1  MHz  macht  sich  die  detaillierte  Modellierung  der  Induktivitaten  und  der 
Kapazitaten  zunehmend  bemerkbar.  Auch  dieses  Verhalten  kann  an  den  Frequenzgangen 
der  oberspannungsseitigen  Eingangsadmittanz  gezeigt  werden.  Als  Beispiel  dienen  dafiir  die 
Frequenzgange  der  Modelle  1  und  2  im  Frequenzbereich  zwischen  1  MHz  und  100  MHz. 
In  den  Abbildungen  5.17  und  5.18  sowie  5.19  und  5.20  sind  jeweils  Betrag  und  Phase  der 
Eingangsadmittanz  dargestellt.  Dabei  sind  Unterschiede  zu  erkennen. 

Zunachst  ist  die  markante  Resonanzspitze,  die  bei  Modell  1  bei  etwa  1,05  MHz  ermittelt 
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Bild  5.12:  Berechnete  Phase  der  oberspannungsseitigen  Eingangsadmittanz  Yn  des  110-kV-/10-kV-Trans- 
formators  fur  das  Modell  1. 


5  Ermittiung  der  Frequenzgange  und  Eigenformen  von  Leistungstransformatoren 


Bild  5.14:  Berechnete  Phase  der  oberspannungsseitigen  Bingangsadmittanz  Yii  des  1 1 0-kV- /10-kV-Trans- 
formators  fiir  das  Modell  2. 


5.3  Freguenzg&nge  von  Leistungstransformatoren 


Bild  5.15:  Berechnete  oberspannungsseitige  Eingangsadmittanz  Yu  des  110-kV-/10-kV-Transformators  fur 
das  Modell  3. 


Bild  5.16:  Berechnete  Phase  der  oberspannungsseitigen  Eingangsadmittanz  Yii  des  ll0-kV-/10-kV-Trans- 
formators  fur  das  Modell  3. 
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worden  ist,  im  Modell  2  nicht  mehr  vorhanden.  Eine  andere  Spitze  ahnlicher  Hohe  befindet 
sich  stattdessen  bei  etwa  3  MHz.  Einige  weitere  sind  zwischen  10  MHz  und  100  MHz  zu 
erkennen.  Diese  nur  wenig  gedampften  Spitzen  bilden  sich  infolge  von  Resonanzen  zwischen 
den  kleinsten  Energiespeichereinheiten  aus,  den  Windungen.  Bedingt  durch  die  dabei  kurze 
Leiterlange  konnen  die  beriicksichtigten  ohmschen  Widerstande  einschlieBlich  der  Wirbel- 
stromeffekte  die  Resonanz  nur  wenig  wirksam  dampfen.  Im  folgenden  Abschnitt  wird  auf 
diese  Eigenfrequenzen  noch  naher  eingegangen. 

Weiterhin  ist  die  Anzahl  der  Eigenfrequenzen  im  Modeil  1  deutlich  niedriger  als  im  Mo¬ 
dell  2.  Verursacht  wird  dieses  Verhalten  durch  die  hohere  Anzahl  an  unabhangigen  Ener- 
giespeichern  -  Induktivitaten  und  Kapazitaten  -  des  Modells  2,  denn  prinzipiell  gilt,  dass 
n  Energiespeicher  n  Eigenwerte  und  damit  bis  zu  |  Eigenfrequenzen  hervorrufen.  Aus  dem 
gleichen  Grunde  erhoht  auch  das  Modell  3  erneut  die  Anzahl  der  Eigenfrequenzen.  Die  zu- 
gehorigen  Frequenzgange  sind  in  den  Abbildungen  5.21  und  5.22  dargestellt.  Wahrend  der 
allgemeine  Kurvenverlauf  bei  Betrag  und  Phase  weitestgehend  erhalten  bleibt,  sind  zusatz- 
lich  im  Bereich  um  10  MHz  nun  auch  Eigenfrequenzen  zu  erkennen,  die  bei  den  Modellen  1 
und  2  noch  nicht  vorhanden  gewesen  sind.  Ab  ca.  100  Mhz  sind  bei  alien  Modellen  die 
Eigenfrequenzen  abgeklungen,  und  die  Eingangsadmittanz  steigt  infolge  des  nunmehr  rein 
kapazitiven  Verhaltens  an.  Prinzipiell  ahnliche  Frequenzgange  weisen  auch  die  unterspan- 
nungsseitige  Eingangsadmittanz  Y22  sowie  die  Ubertragungsadmittanzen  Y\2  und  Y2\  auf. 
Aufgrund  der  Unterschiede  zwischen  den  Modellen  wird  deutlich,  dass  im  Bereich  von  Fre- 
quenzen  liber  1  MHz  die  Verwendung  zu  grober  Modelle  zu  wesentlich  unterschiedlichen 
Frequenzgangen  fiihren  kann.  Dabei  darf  dieser  Frequenzbereich  nicht  grundsatzlich  ver- 
nachlassigt  werden,  denn  durch  schnelle  Schaltvorgange  mit  SF6-Trennern  oder  Blitzein- 
schlage  konnen  abgeschnittene  Wanderwellen  entstehen,  die  wiederum  in  Schaltanlagen 
mehrfach  reflektiert  werden.  In  den  Spektren  solcher  Reflexionswellen  sind  merklich  hoch- 
frequente  Anteile  enthalten.  Wenn  diese  die  entdampften  Resonanzen  anregen,  konnen  Teile 
der  Anlage,  wie  z.B.  Schaiter  oder  der  TVansformator  selber,  durch  zu  groBe  Strome  zerstort 
werden.  Vergleichende  Messungen  des  Herstellers  liegen  nicht  vor,  denn  diese  sind  extrem 
aufwendig.  Z.B.  ieiten  die  Durchfiihrungskapazitaten  bei  solch  hohen  Frequenzen  schon  einen 
groBen  Anteil  des  Stromes  ab. 

Neben  den  Frequenzgangen  der  Eingangsadmittanz  sollen  auch  noch  die  Frequenzgange  der 
Eingangsimpedanz  Zu  betrachtet  werden.  Im  Gegensatz  zur  Eingangsadmittanz,  die  im 
Kurzschlussfall  die  Strome  bestimmt,  ist  die  oberspannungsseitige  Eingangsimpedanz  um- 
gekehrt  proportional  zum  oberspannungsseitigen  Leerlaufstrom  bei  gegebener  Spannung. 
Wie  auch  bei  der  Eingangsadmittanz  sollen  hier  wieder  die  Modelle  1  bis  3  untersucht  wer¬ 
den.  Nach  Betrag  und  Phase  aufgeteilt,  sind  die  Frequenzgange  der  oberspannungsseitigen 
Eingangsimpedanz  Zu  des  Modells  1  in  den  Abbildungen  5.23  und  5.24  dargestellt,  wahrend 
die  Abbildungen  5.25  und  5.26  die  Frequenzgange  von  Modell  2  und  die  Abbildungen  5.27 
und  5.28  die  von  Modell  3  enthalten. 

Auch  bei  den  Eingangsimpedanzen  ist  eine  weitgehende  Ubereinstimmung  im  Frequenzbe¬ 
reich  bis  1  MHz  vorhanden.  Tatsachlich  differieren  die  Frequenzgange  der  Modelle  2  und  3 
in  diesem  Bereich  nur  geringfugig  (vgl.  Abbildungen  5.25  bis  5.28),  wahrend  bei  Modell  1 
Abweichungen  vor  allem  in  der  Phase  festzustellen  sind.  Oberhalb  von  1  MHz  treten  dann 
auch  verstarkt  Unterschiede  zwischen  den  Modellen  2  und  3  auf,  wie  ein  direkter  Vergleich 
zwischen  den  Abbildungen  5.26  und  5.28  zeigt. 

Als  Beispiel  fur  die  geringe  Abweichung  bei  niedrigen  Frequenzen  sei  hier  noch  auf  die  Reso- 


123 


5.3  Frequenzgange  von  Leistungstransformatoren 


Bild  5.17:  Berechnete  oberspannungsseitige  Eingangsadmittanz  Yu  des  110-kV-/10-kV-Transformators  fur 
das  Model  1  1. 


Bild  5.18:  Berechnete  Phase  der  oberspannungsseitigen  Eingangsadmittanz  Yu  des  110-kV-/10-kV-Trans- 
formators  fur  das  Modell  1. 
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Frequenz  /[MHz] 

Bild  5.19:  Berechnete  oberspannungsseitige  Eingangsadmittanz  Yu  des  110-kV-/10-kV~Transformators  fur 
das  Modell  2. 


Bild  5.20:  Berechnete  Phase  der  oberspannungsseitigen  Eingangsadmittanz  Yn  des  110- k V- / 1 0- k V-Tfans- 
formators  fiir  das  Modell  2. 


5.3  Prequenzgange  von  Leistungstransformatoren 


Bild  5.21:  Berechnete  oberspannungsscitige  Eingangsadinittanz  Yu  des  110-kV-/10-kV-Transformators  fur 
das  Modell  3. 


Bild  5.22:  Berechnete  Phase  der  oberspannungsseitigen  Eingangsadmittanz  Yn  des  110-kV-/10-kV-Trans- 
formators  fur  das  Modell  3. 
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Bild  5.23:  Berechnete  oberspannungsseitige  Eingangsimpedanz  Zu  des  110-kV-/10-kV-Transformators  fur 
das  Mo  dell  1. 


Bild  5.24:  Berechnete  Phase  der  oberspannungsseitigen  Eingangsimpedanz  Zu  des  110-kV-/10-kV-Trans- 
formators  fiir  das  Modell  1. 
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Frequenz  /[MHz] 

Bild  5.25:  Berechnete  oberspannungsseitige  Eingangsimpedanz  Z\\  des  110-kV-/10-kV-Transformators  fiir 
das  Modell  2. 


Bild  5,26:  Berechnete  Phase  der  oberspannungsseitigen  Eingangsimpedanz  Zu  des  110-kV/10-kV-Trans- 
formators  fur  das  Modell  2. 
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Bild  5.27:  Berechnete  oberspannungsseitige  Eingangsimpedanz  Zn  des  110-kV-/10-kV-Transformators  fiir 
das  Modell  3. 


Bild  5.28:  Berechnete  Phase  der  oberspannungsseitigen  Eingangsimpedanz  Zn  des  110-kV-/10-kV-Trans- 
formators  fur  das  Modell  3. 
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nanz  zwischen  der  Hauptinduktivitat  und  der  Eingangskapazitat  hingewiesen.  Beide  Grofien 
variieren  von  Modell  1  bis  3  nur  wenig,  so  dass  die  Eingangsimpedanz  diese  Ubereinstim- 
mung  widerspiegeln  muss.  Die  Abbildungen  5.29  und  5.30  zeigen  die  oberspannungsseitige 
Eingangsimpedanz  Z\\  im  Bereich  um  100  Hz,  in  dem  diese  Resonanz  bei  einer  Hauptin¬ 
duktivitat  von  knapp  2000  H  und  einer  Eingangskapazitat  von  einigen  nF  gemafi 


/  = 


1 

2  ny/L^C 


(5.47) 


liegen  sollte.  Die  dargestellten  Kurven  unterscheiden  sich  im  untersuchten  Frequenzbereich 
sowohl  beziiglich  des  Betrags  als  auch  der  Phase  nur  um  wenige  Prozent.  Es  ist  dabei  aber 
keine  Tendenz  von  Modell  zu  Modell  abzuleiten,  da  die  Modelle  1  und  3  fast  deckungsgleiche 
Frequenzgange  aufweisen,  wahrend  das  Modell  2  etwas  abweicht. 

Insgesamt  kann  als  Ergebnis  der  Frequenzgangsberechnung  festgehalten  werden,  dass  mit  der 
Randelementmethode  bei  nachgeschalteter  Netzberechnung  zwar  plausible  Frequenzgange 
berechnet  werden  konnen,  mangels  vergleichbarer  Messdaten  ist  jedoch  keine  Aussage  iiber 
die  Genauigkeit  der  Rechnungen  moglich.  Als  Fehlerquelle  kommt  hier  vor  allem  die  Model- 
lierung  der  Kapazitaten  in  Frage.  Lediglich  die  sich  im  Frequenzbereich  bis  1  MHz  ergebende 
Konvergenz  lasst  darauf  schlieBen,  dass  das  Verfahren  bei  einer  vollstandigen  Modellierung 
auch  realistische  Ergebnisse  liefern  kann.  Bei  hoheren  Frequenzen  lassen  sich  nur  noch  ten- 
denzielle  Aussagen  gewinnen.  Im  nachsten  Abschnitt  wird  nun  die  Frage  untersucht,  welche 
Stromverteilungen  sich  innerhalb  der  Wicklungen  bei  Speisung  mit  einer  Eigenfrequenzen 
entlang  der  Spulenachse  einstellen. 


5.4  Lokale  Stromverteiiung  innerhalb  der  Wicklungen 

Anhand  der  im  vorangegangenen  Abschnitt  bestimmten  Toradmittanzen  sind  bereits  die 
ersten  Eigenfrequenzen  des  110-kV-/10-kV-Transformators  ermittelt  worden  (vgl.  dazu  auch 
Tabelle  5.2).  Wahrend  bei  Frequenzen  unterhalb  der  ersten  Eigenfrequenz  das  magnetische 
Feld  weitgehend  gleichmaBig  liber  den  zweidimensionalen  Querschnitt  verteilt  ist,  andert 
sich  dieses  Verhalten  in  der  Nahe  der  ersten  Eigenfrequenz.  Durch  die  Kapazitaten  konnen 
Strome  aus  einer  Wicklung  heraus-  oder  hineinflieBen,  wie  es  in  [13]  beschrieben  ist.  Es  bilden 
sich  dabei  Bereiche  entlang  der  Wicklung  aus,  in  denen  entgegengesetzte  Strome  fliefien;  die 
zugehorige  Feldverteilung  wird  Eigenform  genannt.  An  verschiedenen  Transformat  ore  n  sind 
diese  Eigenformen  in  [24]  gemessen  worden.  Grundlage  fur  regelmaBige  Eigenformen  sind 
zahlreiche  Maschen  aus  weitgehend  gleichen  Kapazitaten  und  Induktivitaten  zwischen  den 
Windungen. 

Eine  auf  der  Randelementmethode  beruhende  Feldberechnung  unter  Beachtung  der  kapazi- 
tiven  Kopplungen  ermoglicht  eine  nummerische  Uberprtifung  dieser  Eigenformen  bei  Spei¬ 
sung  mit  Eigenfrequenzen.  Wahrend  in  [13]  die  Eigenformen  auf  die  Erdkapazitaten  zuriick- 
gefiihrt  werden,  sind  bei  dem  hier  untersuchten  Modell  hauptsachlich  die  Koppelkapazitaten 
zwischen  der  Ober-  und  der  Unterspannungswicklung  fur  die  Bildung  der  Eigenformen  ver- 
antwortlich.  Als  Ursache  dafiir  muss  vor  allem  die  Art  der  Diskretisierung  der  Kapazitaten 
angesehen  werden.  Bei  einer  Oberspannungswicklung  mit  Scheibenspulen  werden  nur  Erdka¬ 
pazitaten  an  den  oberen  und  unteren  Scheiben  beriicksichtigt,  so  dass  keine  Erdkapazitaten 
langs  der  Spulenachse  vorhanden  sind.  Anders  ist  die  Situation  bei  der  Koppelkapazitat.  In 
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Bild  5.29:  Berechnete  oberspannungsseitige  Eingangsimpedanz  Zu  der  Modelle  1  bis  3  im  Vergleich  in  der 
Nahe  der  Resonanz  zwischen  Hanptinduktivitat  und  Eingangskapazitat. 


Bild  5.30:  Berechnete  Phase  der  oberspannungsseitigen  Eingangsimpedanz  Zu  der  Modelle  1  bis  3  im 
Vergleich  in  der  Nahe  der  Resonanz  zwischen  Hauptinduktivitat  und  Eingangskapazit&t. 
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dem  hier  verwendeten  Modell  ist  diese  gleichmaflig  zwischen  den  benachbarten  Leitern  der 
Ober-  und  Unterspannungswicklung  aufgeteilt. 

Fur  einen  sekundarseitigen  Kurzschluss  ist  die  Verteilung  der  Leiterstrome  entlang  der  Ober- 
spannungswicklung  fur  den  Bereich  der  ersten  zehn  Eigenfrequenzen  in  der  Abbildung  5.31 
dargestellt.  Deutlich  zu  erkennen  ist  die  fast  sinusformige  Verteilung  der  Leiterstrome  ent¬ 
lang  der  Wicklungsachse.  Dieses  erinnert  an  stehende  Wellen.  Bei  den  Eigenformen  ent- 
spricht  eine  Wellenlange  zwei  Bereichen  -  sinusformigen  Bogen  -  mit  entgegengesetzter 
Stromrichtung,  wie  von  [24]  gemessen  worden  ist.  Analog  zu  den  Oberschwingungen  bei 
stehenden  Wellen  auf  Saiten  kommt  auch  hier  mit  jeder  Eigenfrequenz  eine  Halbwelle  da- 
zu.  Dabei  erfiillt  die  Wellenlange  der  Oberschwingung  n  die  aus  der  Mechanik  bekannte 
Bedingung 

A„  =  — ,  (.5.48) 

n 

wobei  h  die  Spulenhohe  darstellt,  vgl.  dazu  auch  [25].  Im  Gegensatz  zur  schwingenden  Saite, 
bei  der  beliebig  hohe  Oberschwingungen  auftreten  konnen,  ist  hier  jedoch  die  Anzahl  der 
Eigenformen  durch  die  Windungszahl  begrenzt.  Innerhalb  einer  Windung  kann  sich  die 
Stromrichtung  nicht  umkehren,  so  dass  keine  kleineren  Einheiten  gegeneinander  schwingen 
konnen. 

Ein  insgesamt  recht  ahnliches  Verhalten  ergibt  sich  auch  im  LeerlaufFall,  wie  die  Abbildung 
5.32  zeigt.  Zwar  sind  die  Eigenformen  bei  den  ersten  Eigenfrequenzen  noch  etwas  gestort, 
aber  etwa  ab  der  funften  Eigenfrequenz  biiden  sich  auch  hier  recht  deutlich  sinusformige 
Bogen  heraus.  Da  die  Induktivitaten  sowie  die  ohrnschen  Widerstande  der  einzelnen  Win- 
dungen  der  Oberspannungswicklung  relativ  ahnlich  sind,  ergeben  sich  fur  die  Spannungs- 
abfalle  entlang  der  Wicklung  quasi  identische  Verteilungen.  Um  rund  eine  viertel  Wellenlange 
der  Eigenform  verschoben  sind  hingegen  die  kapazitiven  Strome,  die  immer  im  Bereich  des 
Vorzeichenwechsels  im  Leiterstrom  ihr  Maximum  annehmen. 

Im  Detail  sind  die  berechneten  Stromverteilungen  fur  die  ersten  vier  Eigenfrequenzen  in  der 
Abbildung  5.33  wiedergegeben.  Dargestellt  sind  Betrag  und  Phase  der  Leiterstrome  entlang 
der  Wicklungsachse  im  Kurzschlussfall.  Durch  die  Verwendung  des  Betrages  ergeben  sich 
sinusartige  Kurven  fur  den  Strom  nur  unter  Beriicksichtigung  der  Phase.  Bei  jeder  Nullstelle 
des  Betrages  liegt  bedingt  durch  den  Sprung  in  der  Phase  von  etwa  n  ein  Vorzeichenwechsel 
im  Strom  vor. 

Mit  steigender  Frequenz  nimmt  die  Anzahl  der  gegeneinander  schwingenden  Bereiche  in  den 
Eigenformen  zu.  In  gleichem  Mafie  nimmt  deren  Grofie  ab.  Etwa  bei  Frequenzen  von  1  MHz 
werden  diese  so  klein,  dass  sie  nur  noch  einzelne  Windungen  enthalten.  Man  kann  dann  keine 
Eigenformen  in  der  Stromverteilung  mehr  auflosen.  Windungen  sind  in  diesem  Modell  die 
kleinsten  Bereiche,  die  gegeneinander  schwingen  konnen.  Dieses  wird  vom  induktiven  Mo¬ 
dell  bestehend  aus  Hin-  und  Riickleiter  festgelegt,  Durch  die  geringe  Impedanz  aufgrund  der 
kurzen  Lange  einer  Windung  konnen  sich  besonders  hohe  Resonanzspitzen  im  Bereich  dieser 
Eigenfrequenzen  biiden,  obwohl  ohmsche  sowie  Wirbelstromverluste  beriicksichtigt  werden. 
In  den  Abbildungen  5.17,  5.19  sowie  5.21  sind  einige  dieser  fast  ungedampften  Resonan- 
zen  zu  erkennen.  Es  kann  dabei  innerhalb  einzelner  Windungen  zu  Stromen  kommen,  die 
deutlich  liber  den  Nennstromen  der  Wicklungen  liegen.  Ansatzweise  ist  diese  Uberhohung 
schon  an  den  Stromen  bei  etwa  1  MHz  in  der  Abbildung  5.31  zu  sehen.  Je  kleiner  die 
gegeneinander  schwingenden  Bereiche  werden,  desto  groEer  sind  die  Spannungsgradienten 
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Bild  5.31:  Raumliche  Abhangigkeit  der  Leiterstrome  entlang  der  Wicklungsachse  bei  einem  unterspannungs- 
seitigen  Kurzschluss  im  Bereich  der  ersten  zehn  Eigenfrequenzen. 


Strom 


Bild  5.32:  Raumliche  Abhangigkeit  der  Leiterstrome  entlang  der  Wicklungsachse  im  Leerlauffall  im  Bereich 
der  ersten  zehn  Eigenfrequenzen. 
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5.4  Lokale  Stromverteilung  innerhalb  der  Wicklungen 


1.  Eigenfrequenz 


Leiter  Oberspannung  2.  Eigenfrequenz  Leiter  Oberspannung 


Leiter  Oberspannung  3.  Eigenfrequenz  Leiter  Oberspannung 


Leiter  Oberspannung  4  Eigenfrequenz  Leiter  Oberspannung 


Bild  5.33:  Stromverteilung  in  der  Oberspannungswicklung  bei  den  ersten  vier  Eigenfrequenzen  im  Kurz- 
schlussfall. 
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zwischen  benachbarten  Windungen.  Daraus  resultierende  Spannungsdifferenzen  belasten  die 
Windungsisolation  besonders  stark.  Dabei  tritt  eine  solche  Beanspruchung  im  Abstand  einer 
halben  Wellenlange  der  Eigenform  iiber  die  ganz  Wicklung  verteilt  gleich  mehrfach  auf. 
Wie  schon  bei  den  Frequenzgangen  fehlen  auch  hier  Messungen  fur  einen  Vergleich  mit 
den  Rechnungen.  So  bleibt  nur  festzuhalten,  dass  die  Kombination  einer  Feldberechnung 
mit  der  Randelementmethode  sowie  einer  Netzberechnung  tatsachlich  die  Eigenformen  in 
der  Stromverteilung  -  und  damit  auch  im  magnetischen  Feld  langs  der  Spulenachse  -  lie- 
fert.  Offensichtlich  ist  dafur  das  zu  Grunde  liegende  Modell  der  kapazitiven  Kopplungen 
ausreichend.  Neben  den  im  vorangegangenen  Abschnitt  diskutierten  Uberlegungen  sind  die 
berechneten  Eigenformen  ein  weiterer  Hinweis  darauf,  dass  das  verwendete  Modell  zumin- 
dest  plausibel  ist.  Damit  eroffnet  sich  die  Moglichkeit,  Uberlast ungen  einzelner  Leiter  durch 
interne  Resonanzanregung  zu  berechnen  und  so  Defekte  zu  vermeiden  oder  aufzuklaren. 
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6  Zusammenfassung 

In  der  vorliegenden  Arbeit  ist  die  Randelementmethode  als  Berechnungsverfahren  fur  zwei- 
dimensionale  Feldprobleme  am  Beispiel  von  Leistungstransformatoren  untersucht  worden. 
Durch  die  Abwicklung  der  Spulen  in  den  Transformatoren  ergibt  sich  eine  ebene  Geometrie, 
die  fiir  die  Randelementmethode  die  Grundlage  bildet.  Wesentlich  fur  das  Verfahren  ist  der 
Eisenkern,  der  auch  bei  reaien  Transformatoren  das  magnetische  Feld  stark  in  die  Kernebene 
zieht. 

Ausgehend  von  den  Maxwellschen  Gleichungen  werden  Helmholtzsche  und  Laplacesche  Dif- 
ferentialgleichungen  abgeleitet,  die  zusammen  mit  den  Stetigkeitsbedingungen  an  den  Grenz- 
flachen  der  modellierten  Leiter  das  zu  losende  Randwertproblem  beschreiben.  Als  Diskre- 
tisierungsschritt  sind  die  Rander  der  Leiter  in  kleine  Abschnitte,  genannt  Randelemente, 
eingeteilt  worden,  auf  denen  das  Vektorpotential  und  dessen  Ableitung  in  Normalenrich- 
tung  als  konstant  angenommen  werden.  Die  Randintegrale  entlang  der  Leiterrander  gehen 
mit  dieser  Approximation  in  Summen  liber,  die  als  ein  Gleichungssystem  fiir  die  unbe- 
kannten  Vektorpotentiale  und  deren  Ableitungen  auf  den  Randelementen  angesehen  werden 
konnen.  Zusatzlich  liefert  dieses  Gleichungssystem  fiir  jeden  Leiter  eine  weitere,  komplexe 
Konstante,  die  als  Spannungsabfall  entlang  dieses  Leiters  zu  interpretieren  ist. 

Von  den  berechneten  Konstanten  ausgehend  wird  gezeigt,  wie  daraus  die  induktiven  Kopp- 
lungen  zwischen  Leiterschleifen  und  ganzen  Wicklungen  nummerisch  zu  bestimmen  sind. 
Damit  ist  es  moglich,  eine  Induktivitatsmatrix  fiir  zweidimensionale  Transformatormodel- 
le  zu  berechnen.  Aus  dieser  konnen  dann  z.B.  die  Streu-  Oder  Nullinduktivitaten  ermittelt 
werden.  Beachtet  man  auch  die  ohmschen  Anteile,  so  ergeben  sich  zusatzlich  sogar  die 
Kurzschlussverluste.  Dabei  ist  die  Genauigkeit,  mit  der  Messwerte  reproduziert  werden, 
bei  den  ermittelten  Streuinduktivitaten  am  groflten.  Abweichungen  von  unter  1  %  sind 
moglich,  unter  5  %  zumindest  die  Regel.  Dabei  ist  Methode  an  verschiedenen  Bautypen 
realer  Transformatoren  verifiziert  worden.  Es  werden  fiir  diese  Vorausberechnungen  aus  den 
Entwurfsparametern  des  Herstellers  keine  Erfahrungsfaktoren  benotigt.  Allerdings  steigen 
die  Fehler  bei  Wicklungen,  die  nicht  in  der  Nahe  der  Joche  enden,  starker  an.  Die  Ursache 
dafiir  diirften  Fensterquerfliisse  sein,  die  mit  einem  zweidimensionalen  Modell  nicht  genau 
genug  zu  erfassen  sind. 

Als  eine  weitere  Anwendung  konnen  die  Wicklungskrafte  berechnet  werden.  Dabei  werden 
Differenzen  in  der  magnetischen  Energie  betrachtet,  die  durch  kleine  Verschiebungen  der 
Wicklungen  hervorgerufen  werden.  Wahrend  die  radialen  Normalkrafte  etwa  bis  auf  2  %  die 
Erfahrungswerte  erreichen,  treten  bei  den  entlang  der  Wicklungsachse  wirkenden  Schub- 
kraften  nur  Ergebnisse  mit  einem  breiteren  Toleranzbereich  auf.  Wiederum  sind  Querfelder 
ausschlaggebend,  denn  sie  rufen  die  Schubkrafte  hervor.  Dagegen  werden  die  Normalkrafte 
von  den  wesentlich  genauer  zu  berechnenden  Langsfeldern  verursacht.  Insgesamt  ist  das 
Verfahren  der  Kraftberechnung  iiber  die  magnetische  Energie  vor  allem  wegen  der  deut- 
lich  geringeren  Anforderungen  an  Rechnerressourcen  einer  Integration  der  Lorentz-Kraft 
iiberlegen. 

Abschliefiend  werden  die  Frequenzgange  und  Stromverteilungen  in  den  Wicklungen  betrach¬ 
tet,  die  sich  bei  einer  Speisung  mit  einer  Eigenfrequenz  des  Transformators  ausbilden.  Dazu 
ist  die  Feldberechnung  um  eine  Netzberechnung  erganzt  worden;  sie  beriicksichtigt  die  kapa- 
zitiven  Kopplungen  zwischen  den  Leitern.  Fiir  die  Erd-,  Koppel-,  Scheiben-  und  Lagenkapa- 
zitaten  konnten  teilweise  Messwerte  verwendet  werden,  teilweise  gait  es,  Abschatzungen  mit 
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einfachen  Kondensatorgeometrien  zu  benutzen.  Die  ermittelten  Frequenzgange  entsprechen 
den  messtechnisch  bestimmten  Verlaufen  von  anderen  Transformatoren  und  sind  bei  nied- 
rigen  Frequenzen  unabhangig  von  der  Modellierung.  In  den  berechneten  Frequenzgangen 
sind  zahlreiche  Eigenfrequenzen  vorhanden,  vor  allem  im  Bereich  oberhalb  von  1  MHz.  Bei 
den  Eigenfrequenzen  bis  zu  1  MHz  konnten  in  der  Stromverteilung  innerhalb  der  Wicklun- 
gen  Eigenformen  nachgewiesen  werden,  die  mit  denjenigen  ubereinstimmen,  die  in  frtiheren 
Arbeiten  gemessen  worden  sind. 

Von  grundlegender  Bedeutung  fur  die  in  dieser  Arbeit  dargestellten  Rechnungen  sind  die 
verfiigbaren  Rechnerressourcen.  Zwar  ist  mit  der  Randelementmethode  vom  Ansatz  her  eine 
recht  genaue  Modellierung  bei  vertretbarem  Speicherbedarf  moglich,  fur  die  vollstandige 
Nachbildung  eines  dreiphasigen  Transformators  reichen  jedoch  auch  die  heute  verfiigbaren 
Hochstleistungsrechner  nicht  aus.  Dieses  wird  schon  in  wenigen  Jahren  anders  sein.  Dann 
konnten  Modelle  mit  deutlich  mehr  Randelementen  auf  den  Leitern  berechnet  werden,  um 
die  bislang  nicht  prazise  erfassten  Querfelder  sowie  die  Zusatzverluste  besser  bestimmen  zu 
konnen.  Auch  sollte  dann  die  Rechner-Hardware,  die  fur  diese  Arbeit  benotigt  worden  ist, 
kein  Hindernis  mehr  darstellen,  um  die  Randelementmethode  in  der  Praxis  einzusetzen.  Eine 
Verallgemeinerung  des  Problems  auf  drei  Dimensionen  kann  ebenfalls  dazu  beitragen,  die 
Felder  genauer  als  bisher  zu  erfassen,  sobald  entsprechende  Rechenleistung  zur  Verfugung 
steht. 
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A  Erlauterung  des  Gaufi-Algorithmus  auf  Blockma¬ 
trixbasis 

In  diesem  Abschnitt  wird  anhand  eines  kleinen  Beispiels  die  Funktionsweise  und  das  Spei- 
cherplatzverhalten  des  im  Programm  REM  verwendeten  Blockmatrixalgorithmus  verdeut- 
licht.  Zu  losen  ist  ein  lineares  Gleichungssystem,  wie  es  bei  der  Berechnung  eines  einphasigen 
Transformatormo dells  unter  Benicksichtigung  der  Symmetric  entsteht.  Als  obere  Grenze 
wahlt  man  fiir  die  Anzahl  der  Blocke  den  Wert  5.  Damit  erhalt  das  sich  ergebende  Glei¬ 
chungssystem  die  folgende  Struktur: 

/  [an]  [0]  M  [0]  [a1B]\  /  [*J  \  /  [0]  \ 

[0]  [<2221  [0]  [024]  [<*28]  N  [0] 

[«3i]  [<232]  [033]  [034]  [0]  ■  [23]  =  [0]  .  (A.l) 

[«4il  [042]  [043!  [<244]  [0]  N  [0] 

\  [°1  [0]  [q53]  [054]  Ks]  /  \  [*5]  /  \  [ass]  ) 

In  dieser  Darstellung  kennzeichnet  [0]  eine  Nullmatrix  und  [ay]  einen  Matrixblock,  der  aus 
den  Eingabedaten  bestimmt  werden  kann.  Die  gesuchte  Losung  besteht  aus  den  Matrix- 
blocken  [a;*].  In  der  weiteren  Rechnung  ist  [E]  eine  Einheitsmatrix  und  mit  [6y],  [cy],  [dy] 
und  [ey]  werden  neu  berechnete  Matrixblocke  bezeichnet.  [h]  ist  eine  Hilfsgrofie,  die  als 
kurzzeitiger  Zwischenspeicher  dient. 

Zur  Veranschaulichung  des  Speicherplatzbedarfs  soil  die  vereinfachende  Annahme  gemacht 
werden,  dass  alle  Matrixblocke  gleich  grofi  sind.  Dieses  ist  zwar  in  der  Praxis  meistens 
nicht  exakt  der  Fall,  reicht  aber  hier  aus,  um  den  prinzipiellen  Effekt  zu  verdeutlichen.  Als 
Vergleich  dient  ein  herkommlicher  Gaufi-Algorithmus  zur  Losung  eines  linearen  Gleichungs- 
systems,  bei  dem  alle  Matrixblocke  bekannt  sein  miissen  und  damit  Speicher  belegen.  In 
diesem  Fall  sind  das  35  Blockmatrizen.  Davon  sind  18  am  Anfang  belegt,  5  gehoren  zum 
Losungsvektor  und  die  iibrigen  12  sind  zunachst  leer. 

Es  sollen  zwei  Falle  unterschieden  werden:  Zum  einen  die  vollstandige  Losung  des  Glei- 
chungssystems,  wie  sie  etwa  fiir  die  Berechnung  der  Felder  oder  Strome  an  einer  beliebigen 
Stelle  der  x?/-Ebene  benotigt  wird,  und  zum  anderen  die  Teillosung,  bei  der  nur  [x5]  be¬ 
stimmt  wird  wie  bei  der  Streuinduktivitatsberechnung.  Der  Speicherbedarf  im  ersten  Fall 
wird  mit  V,  der  im  zweiten  Fall  mit  T  bezeichnet. 

In  beiden  Fallen  wird  zunachst  die  ersten  Zeile  mit  der  Inversen  des  Matrixblockes  [an] 
multipliziert.  Dabei  wird  aus  [an]  die  Einheitsmatrix  [E],  also  muss  diese  Rechnung  nicht 
ausgefuhrt  und  das  Ergebnis  -  [E]  -  nicht  gespeichert  werden.  Auf  diese  Weise  werden  Zeit 
und  Speicherplatz  gespart.  Analog  ergeben  die  Multiplikationen  des  Inversen  von  [an]  mit 
den  Nullmatrizen  in  den  Spalten  2  und  4  wieder  Nullmatrizen,  die  ebenfalls  weder  berechnet 
noch  gespeichert  werden  miissen.  Im  Detail  werden  die  Operationen  1  bis  9  durchgefiihrt. 


Nr. 

Operation 

V  T 

1 

Erzeuge  [an] 

1  1 

2 

Berechne  [bn]  =  [an]-1 

2  2 

3 

Losche  [an] 

1  1 

4 

Erzeuge  [au] 

2  2 

5 

Berechne  [biz]  =  [&u]  *  K3] 

3  3 
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Nr. 

Operation 

V 

T 

6 

Lbsche  [a^] 

2 

2 

7 

Erzeuge  [a15] 

3 

3 

8 

Berechne  [&15]  -  [bn]  •  [ai5] 

4 

4 

9 

Losche  [aiS],[6u] 

2 

2 

Tabelle  A.l:  Bearbeitung  der  ersten  Zeile  des  Gleichungssystems. 


Damit  bekommt  die  erste  Zeile  der  Matrix  des  linearen  Gleichungssystem  die  Gestalt 

([£]  [o]  [M  [o]  M).  (a.2) 

In  einem  weiteren  Schritt  mussen  in  der  ersten  Spalte  uberall  unterhalb  der  erste  Zeile 
Nullblocke  erzeugt  werden.  Dazu  werden  nur  die  Zeilen  3  und  4  bearbeitet,  weil  in  den 
anderen  Zeilen  in  der  Spalte  1  bereits  eine  Nullmatrixsteht.  Zur  Erzeugung  von  Nullmatrizen 
in  der  ersten  Spalte  zieht  man  ein  entsprechendes  Vielfaches  der  ersten  Spalten  von  den 
betreffenden  Spalten  ab.  Auch  dabei  werden  die  Rechenvorteile  ausgenutzt,  die  sich  durch 
Nullmatrizen  ergeben. 


Nr. 

Operation 

V 

T 

10 

Erzeuge  [a3i] 

3 

3 

11 

Berechne  [AJ  =  [a3i]  •  [6j3] 

4 

4 

12 

Erzeuge  [a33] 

5 

5 

13 

Berechne  [633]  =  [a33]  -  [A] 

6 

6 

14 

Losche  [A],[a33] 

4 

4 

15 

Berechne  [A]  =  [a3i]  •  [615] 

5 

5 

16 

Berechne  [635]  =  —  [A] 

6 

6 

17 

Losche  [A],[a3i] 

4 

4 

18 

Erzeuge  [a4i] 

5 

5 

19 

Berechne  [A]  =  [a4l]  •  [613] 

1  6 

6 

20 

Erzeuge  [a^] 

7 

7 

21 

Berechne  [643]  =  [a43]  —  [A] 

8 

8 

22 

Losche  [A]  ,[043] 

1  6 

6 

22a 

Lbsche  [613] 

6 

5 

23 

Berechne  [A]  =  [a4i]  •  [615] 

7 

6 

24 

Berechne  [645]  =  -[A] 

8 

7 

25 

Losche  [A],[a4i] 

6 

5 

25a 

Lbsche  [615] 

6 

4 

Tabelle  A.2:  Erzeugen  von  Nullen  in  der  ersten  Spalte. 


Die  Operationen  22a  und  25a  werden  dann  ausgefiihrt,  wenn  nur  die  Teillosung  [25]  bestimmt 
werden  soil.  Nachdem  in  der  ersten  Spalte  Nullmatrizen  erzeugt  worden  sind,  ergibt  sich  als 
Zwischenergebnis  das  Gleichungssystem 
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A  Erlauterung  des  Gaufi-AIgorithmus  auf  Blockmatrixbasis 


([E] 

[01 

[hz] 

[0] 

\ 

f  N  ^ 

(  t°l  \ 

[0] 

[^22] 

[0] 

[024] 

[fl25] 

N 

[0] 

[0] 

[^32] 

[£33] 

[^34] 

[^35] 

M 

— 

[0] 

[0] 

[0.42] 

[M 

[a44] 

[^45] 

[^4] 

[0] 

[0] 

[0] 

[fl53] 

[^54] 

ta5s]  / 

l  N  ) 

V  [°56]  / 

(A.3) 


Fur  alle  weiteren  Zeilen  und  Spalten  wiederholt  sich  das  bisher  fur  die  erste  Zeile  und 
Spalte  geschilderte  Vorgehen.  So  wird  die  zweite  Zeile  folgerichtig  mit  dem  Inversen  von 
[022]  multipliziert. 


Nr. 

Operation 

V 

T 

26 

Erzeuge  [022] 

7 

5 

27 

Berechne  [622]  —  [<222]  “1 

8 

6 

28 

Losche  [<222] 

7 

5 

29 

Erzeuge  [024] 

8 

6 

30 

Berechne  [624]  =  [622]  *  [u24] 

9 

7 

31 

Losche  [a24] 

8 

6 

32  ! 

Erzeuge  [a25] 

9 

7 

33 

Berechne  [b2 5]  =  [622]  •  [<^25] 

10 

8 

34 

Losche  [a25],[622] 

8  i 

6 

Tabelle  A.3:  Bearbeitung  der  zweiten  Zeile  des  Gleichungssystems. 


Analog  zur  ersten  Zeile  nimmt  damit  die  zweite  Zeile  die  Form 

([0]  [E]  [0]  [624]  [625]  )  (A. 4) 

an.  Auf  diese  Weise  konnen  in  der  zweiten  Spalte  unterhalb  der  zweiten  Zeile  Nullmatrizen 
erzeugt  werden. 


Nr. 

Operation 

y 

T 

35 

Erzeuge  [a32] 

9 

7 

36 

Berechne  [h]  =  [a32]  •  [&24] 

10 

8 

37 

Erzeuge  [a34] 

11 

9 

38 

Berechne  [634]  =  [a34]  —  [h] 

12 

10 

39 

Losche  [/i],[a34] 

10 

8 

40 

Berechne  [h]  =  [a32]  •  [b2s] 

11 

9 

41 

Berechne  [c35]  -  [635]  -  [h] 

12 

10 

42 

Losche  [/i],[535],[a32] 

9 

7 

43 

Erzeuge  [a42] 

10 

8 

44 

Berechne  [h]  =  [a42]  •  [624] 

11 

9 

44a 

Losche  [b2i] 

11 

8 

45 

Erzeuge  [a44] 

12 

9 

46 

Berechne  [&44]  —  [a44]  —  [h] 

13 

10 

47 

Losche  [ft],  [044] 

11 

8 

48 

Berechne  [h]  =  [a42]  •  [625] 

12 

9 
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A  Erlauterung  des  Gaufi-Algorithmus  auf  Blockmatrixbasis 


Nr. 

Operation 

V 

T 

49 

Berechne  [c45J  =  [645]  -  [/i] 

13 

10 

49a 

Losche  [625] 

13 

9 

50 

Losche  f/i], [a42]} [645] 

10 

6 

Tabelle  A. 4:  Erzeugung  von  Nullen  in  der  zweiten  Spalte. 


Wie  schon  zuvor  werden  die  Operationen  44a  und  49a  nur  bei  der  Teillosung  des  linearen 
Gleichungssystems  durchgefuhrt.  Inzwischen  ist  ein  maximaler  Speicherbedarf  mit  13  bzw. 
10  Einheiten  erreicht  worden.  Das  Gleichungssystem  nimmt  jetzt  die  folgende  Gestalt  an: 


(  [E]  [0]  [6u]  [0j  M\ 

( M  \ 

(  [0]  \ 

[0]  [£]  [0]  [624]  [bK] 

M 

[0] 

[0]  [0]  (633]  [634]  [C35] 

N 

= 

[0] 

[0]  [0]  [643]  [644]  [^45]  i 

(*4] 

[0] 

\  [0]  [0]  [a53]  [a54]  [ass]  / 

V  M  ) 

\  !a5e]  ) 

Anschliefiend  werden  nun  die  dritte  Zeile  und  Spalte  bearbeitet. 


Nr. 

Operation 

V 

T 

51 

Berechne  [c33]  =  [633]"1 

11 

7 

52 

Losche  [633] 

10 

6 

53 

Berechne  [c34]  =  [c33]  ♦  [634] 

11 

7 

54 

Losche  [634] 

10 

6 

55 

Berechne  [d35]  =  [c33]  •  [c35] 

11 

7 

56 

Losche  [c33],[c35] 

9 

5 

57 

Berechne  [h]  ~  [643]  ♦  [c34] 

10 

6 

58 

Berechne  [c44]  =  [644]  —  [A] 

11 

7 

59 

Losche  [/i],[644] 

9 

5 

60 

Berechne  [h]  =  [a43]  •  [d35] 

10 

6 

61 

Berechne  (<f45]  =  [c45]  -  [/i] 

11 

7 

62 

Losche  [/i],[643],[c45] 

8 

4 

63 

Erzeuge  [a53] 

9 

5 

64 

Berechne  [/&]  =  [a53]  •  [c34] 

10 

6 

64a 

Losche  [c34] 

10 

5 

65 

Erzeuge  [a54] 

11 

6 

66 

Berechne  [654]  =  [a54]  —  [/i] 

12 

7 

67 

Losche  [A],[o54] 

10 

5 

68 

Erzeuge  [a55] 

11 

6 

69 

Berechne  [h]  =  [a53]  •  [d35] 

12 

7 

69a 

Losche  [c/35] 

12 

6 

70 

Berechne  [655]  =  [a55]  -  [h] 

13 

7 

7! 

Losche  [ft],[a53]}[a55] 

10 

4 

Tabelle  A. 5:  Bearbeitung  der  dritten  Zeile  einschlieBlich  Erzeugung 
von  Nullen  in  der  dritten  Spalte. 
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A  Erlauterung  des  Gaufi- Algorithmic  auf  Biockmatrixbasis 


Auch  bei  diesem  Schritt  sind  die  Operationen  64a  sowie  69a  nur  bei  einer  Teillosung  des 
linearen  Gleichungssystems  auszufiihren.  Nach  der  dritten  Iterationsstufe  ergibt  sich 


([E]  [0]  M  [0]  [61S]\ 

(  M  \ 

/  [0]  \ 

[0]  [E]  [0]  [624]  [^25] 

N 

[0] 

[0]  [0]  [E]  [C34]  fe] 

N 

= 

[0] 

[o]  to]  [o]  [C44]  [<245]  ; 

[2:4] 

[0] 

V  [0]  [0]  [0]  M  [655]  ) 

\  M  / 

V  [ase]  / 

fur  das  Gleichungssystem.  Ab  jetzt  nimmt  der  Speicherbedarf  langsam  ab.  Die  nun  durch- 
zufiihrende  Bearbeitung  der  vierten  Zeile  und  Spalte  ist  schon  deutlich  kiirzer. 


Operation 

D 

m 

72 

Berechne  [d44]  =  [C44]”1 

11 

5 

73 

Losche  [c44] 

10 

4 

74 

Berechne  [e4s]  =  [d44]  •  [c/45] 

11 

5 

75 

Losche  [d44],[d4 5] 

9 

3 

76 

Berechne  [h]  =  [654]  •  [e4s] 

10 

4 

76a 

Losche  [e45] 

10 

3 

77 

Berechne  [c55]  =  [655]  -  [h] 

11 

4 

78 

Losche  [/i], [654], [655] 

8 

1 

Tabelle  A. 6:  Bearbeitung  der  vierten  Zeile  einschliefilich  Erzeugung 
von  Nullen  in  der  vierten  Spalte. 


Wieder  wird  die  Operation  76a  nur  bei  der  Teillosung  des  linearen  Gleichungssystems  aus- 
gefiihrt.  Vor  dem  letzten  Iterationsschritt  hat  das  Gleichungssystem  die  Form 


/  [E\  [0]  [613]  [0]  [615]  \ 

M  ^ 

[0]  \ 

[0]  [£]  [0]  [624]  [625] 

N 

[0] 

[0]  [0]  [E]  M  [4>] 

[*3] 

= 

[0] 

[0]  [0]  [0]  [E\  [e45] 

M  j 

[0] 

[0]  [0]  [0]  [0]  [c55] 

\  N ) 

\  Ia56]  / 

Mit  den  anschlieflenden  Operationen  ist  das  Gleichungssystem  so  weit  gelost,  dass  [afs]  be- 
stimmt  werden  kann. 


Nr. 

Operation 

~vn 

T 

79 

Berechne  [d55]  =  [c55]~l 

9 

2 

80 

Losche  [c55] 

8 

1 

81 

Erzeuge  [a56] 

9 

2 

82 

Berechne  [&56]  =  [d55]  •  [d56] 

10 

3 

83 

Losche  [a56],[d55] 

8 

1 

Tabelle  A. 7:  Bearbeitung  der  letzten  Zeile  des  Gleichungssystems. 
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A  Erlauterung  des  Gaufi-Algorithmus  auf  Blockmatrixbasis 


In  der  Form 

[E]  [0]  [&„]  [0]  [615]  \  /  [*,]  \  [0]  \ 

[0]  [£?]  [0]  [624]  [62s]  N]  [°] 

[0]  [0]  [E]  [c34]  [d35]  -  [*3]  -  [0]  .  (A.8) 

[0]  [0]  [0]  [E]  [e45]  [xA]  [0] 

to]  [o]  [o]  [o]  [e]  ;  \  [x5j ;  \  w ) 

kann  man  [a?s]  =  [656]  direkt  ablesen.  Will  man  auch  noch  [xi]  bis  [x4]  berechnen.  so  sind 
auch  oberhalb  der  Diagonalen  Nullmatrizen  zu  erzeugen.  Da  diese  Operationen  nur  noch 
fur  die  vollstandige  Losung  des  Gleichungssystems  relevant  sind,  ist  der  Speicherbedarf  fur 
die  Teillosung  T  nicht  mehr  angegeben. 


Nr. 

Operation 

V 

84 

Berechne  [A]  =  [e4s]  •  [655]  , 

9 

85 

Berechne  [&46]  =  — [A] 

10 

86 

Losche  [A],[e45] 

8 

87 

Berechne  [h]  =  [d35]  ♦  [656]  | 

9 

88 

Berechne  [&36]  =  —[A] 

10 

89 

Losche  [/i],[c?35] 

8 

90 

Berechne  [/i]  =  [625]  •  [656]  , 

9 

91 

Berechne  [626]  =  —[/&] 

10 

92 

Losche  [/1] ,  [625  ] 

8 

93 

Berechne  [A]  =  [615]  •  [&56] 

9 

94 

Berechne  [&16]  =  —[h] 

10 

95 

Losche  [/i],(6i5] 

8 

96 

Berechne  [A]  =  [C34]  •  [&46] 

9 

97 

Berechne  [c36]  =  [636]  -  [A] 

10 

98 

Losche  [h],[b36 J,[c34] 

7 

99 

Berechne  [h]  —  [624]  •  [&46] 

8 

100 

Berechne  [c26]  =  [626]  -  [/*] 

9 

101 

Losche  [^],[626]>[c24] 

6 

102 

Berechne  [A]  =  [&13]  •  [c36] 

7 

103 

Berechne  [ci6]  =  [616]  —  [h] 

8 

104 

Losche  [A],[6i3],[616] 

5 

Tabelle  A.8:  Erzeugung  von  Nullen  oberhalb  der  Diagonalen. 


In  der  nun  vorliegenden  Form 

/  [E]  [0]  [0]  [0]  [0]  \  /  N  \  /  [cI8]  \ 

[0]  [17]  [0]  [0]  [0]  M  [cm] 

[0]  [0]  [E\  [0]  [0]  •  M  =  be]  .  (A.9) 

[0]  [0]  [0]  [E]  [0]  M  be] 

V  [0]  [0]  [0]  [0]  [E]  /  \  M  ;  \  [tee]  ) 

kann  die  komplette  Losung  des  Gleichungssystems  abgelesen  werden. 
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A  Erlauterung  des  Gaufi- Algorithmic  auf  Blockmatrixbasis 


nnv 

□  T 


Bild  A.l:  Vergleich  des  Speicherbedarfs  bei  einer  vollstandigen  Losung  des  linear en  Gleichungssy steins  (V) 
mit  dem  bei  der  alleinigen  Bestimmung  von  [rc5]  ( T ).  Zunachst  benotigen  beide  Rechnungen  den  gleichen 
Speicher.  Im  weiteren  Verlauf  der  Operationskette  sinkt  T  schneller  als  V. 

Es  zeigt  sich,  dass  eine  vollstandige  Losung  des  Gleichungssystems  eine  um  etwa  25  %  langere 
Operationskette  benotigt  als  die  Teillosung,  bei  der  nur  der  unterste  Block  im  Losungsvektor 
bestimmt  wird.  Relevant  fur  die  Rechenzeit  sind  jedoch  nur  einerseits  die  Matrizenmultipli- 
kationen,  die  etwa  90  %  des  Rechenzeitbedarfs  ausmachen,  der  bei  der  Losung  grower  Gleb 
chungssysteme  entsteht,  Andererseits  entfallen  ungefahr  8  %  auf  die  Inversionen,  wahrend 
die  Subtraktionen,  das  Erzeugen  der  Matrizen  und  der  ganze  Rest  des  Programms  die  ver- 
bleibenden  2  %  der  Zeit  benotigen.  Unter  diesem  Gesichtspunkt  muss  man  die  Anzahl  der 
Matrizenmultiplikationen  und  -inversion  vergleichen.  Die  vollstandige  Losung  des  linearen 
Gleichungssystems  enthalt  insgesamt  33  dieser  Operationen,  die  Teillosung  nur  26.  Auch 
hier  betragt  die  Ersparnis  etwa  25  %.  Diese  Zahlen  lassen  sich  mit  einem  GaufLAlgorithmus 
vergleichen,  der  im  herkommlichen  Verfahren  ohne  Kenntnis  von  Null-  und  Einheitsmatrizen 
und  den  damit  einher  gehenden  Rechenvorteilen  arbeitet.  Gemaft  [10]  benotigt  der  Gaufi- 
Algorithmus  |n3  Multipiikationen  und  Divisionen,  bei  der  vorliegenden  Dimension  n  =  5 
also  etwa  42.  Dazu  weist  das  hier  verwendete  Verfahren  eine  Ersparnis  von  21  %  bei  der 
vollstandigen  und  32  %  bei  der  teilweisen  Losung  des  Gleichungssystems  auf. 

Wesentlich  interessanter  sind  jedoch  die  Aussagen  fiber  den  Speicherbedarf,  der  bei  den  im 
Rahmen  dieser  Arbeit  durchgefiihrten  Rechnungen  iiberwiegend  die  Engpassgrofie  darstellt. 
Wahrend  fur  einen  Losungsalgorithmus,  der  das  ganze  System  im  Speicher  halt,  35  Einheiten 
Speicher  benotigt  werden,  verbraucht  der  Blockmatrixalgorithmus  nur  13  Einheiten  fur  die 
vollstandige  Losung  und  maximal  10  Einheiten  fur  die  Teillosung  zur  Bestimmung  des  letzten 
Blockes  im  Losungsvektor.  Das  entspricht  einer  Reduktion  auf  35  %  bzw.  unter  29  %  des 
urspriinglichen  Speicherbedarfs.  Der  jeweils  bendtigte  Bedarf  im  Verlauf  der  Operationskette 
ist  Abbildung  A.l  zu  entnehmen. 
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B  Verwendete  Rechner 

Fur  die  in  dieser  Arbeit  durchgefuhrten  Berechnungen  sind  vier  Rechner  verwendet  worden. 
Urn  aus  den  Angaben  zur  Rechenzeit  Abschatzungen  fur  andere  Rechner  ableiten  zu  konnen, 
sollen  in  diesem  Anhang  die  im  Text  nur  benannten  Rechner  genauer  beschrieben  werden. 
Grundsatzlich  beziehen  sich  alle  genannten  Rechenzeiten  auf  die  benotigten  CPU-Zeiten, 
also  die  Summe  der  Rechenzeiten  aller  verwendeten  Prozessoren. 

•  Hewlett-Packard  V2250 

Der  Parallelrechner  der  Universitat  der  Bundeswehr  Hamburg  ist  mit  16  PA- Rise  8200- 
Prozessoren  mit  240  MHz  Taktfrequenz  und  8  Gigabytes  Hauptspeicher  ausgestattet. 
Einzelne  Rechnungen  sind  mit  6  CPUs  und  bis  zu  4  Gigabytes  RAM  durchgefiihrt  wor¬ 
den.  Regelmafiig  stand  Auslagerungsspeicher  bis  maximal  15  Gigabytes  zur  Verfugung, 
so  dass  die  grofiten  Rechnungen  auf  dieser  Anlage  nicht  durchgefiihrt  werden  konnten. 

Auf  dieser  V-Klasse  wie  auch  auf  den  anderen  Rechnern  von  Hewlett-Packard  ist  die 
Mathematikbibliothek  MLIB  von  Hewlett-Packard  fur  die  Multiplikation  und  Inversi¬ 
on  von  Matrizen  verwendet  worden (vgl.  [25]).  Diese  Bibliothek  ist  fur  die  entsprechen- 
den  Rechner  optimiert  und  parallelisiert  automatisch.  Verbesserungen  an  der  MLIB 
haben  im  Laufe  dieser  Arbeit  zu  einem  erheblichen  Leistungszuwachs  gefuhrt. 

•  NEC  SX-4 

Auf  zwei  Rechnern  dieses  Typs  am  Hochstleistungsrechenzentrum  Stuttgart  konnten 
maximal  16  CPUs  und  4  Gigabytes  RAM  genutzt  werden.  Zusatzlich  standen  etwa  ein 
Gigabyte  an  speziellem  Expansionsspeicher  sowie  unbeschrankter  Festplattenplatz  zur 
Verfugung.  Aufgrund  des  beschrankten  Rechenzeitkontingents  und  langer  Wartezeiten 
sind  diese  Rechner  nicht  ihrer  Leistungsfahigkeit  entsprechend  verwendet  worden. 

Da  zum  Zeitpunkt  der  Implementation  auf  der  NEC  SX-4  keine  parallelen  Mathema- 
tikbibliotheken  zur  Verfugung  standen,  mussten  einfache  selbstentwickelte  Multiplika- 
tions-  und  Inversionsroutinen  fiir  parallele  Berechnungen  verwendet  werden. 

•  Hewlett-Packard  N4000 

Dieser  Server  des  Fachgebiets  fur  Elektrische  Energieversorgung  und  Hochspannungs- 
technik  irn  Fachbereich  Elektrotechnik  der  Universitat  der  Bundeswehr  Hamburg  ist 
mit  2  CPUs  vom  Typ  PA- Rise  8500  mit  360  MHz  Taktfrequenz  sowie  4  Gigabytes 
RAM  ausgestattet,  die  komplett  genutzt  worden  sind.  Weiterhin  waren  bis  zu  140  Gi¬ 
gabyte  temporarer  Auslagerungsspeicher  auf  der  Festplatte  nutzbar.  Deshalb  sind  die 
grofiten  Rechnungen  auf  dieser  Maschine  durchgefiihrt  worden. 

•  Hewlett-Packard  L2000 

Der  Applikationsserver  des  Fachgebiets  fiir  Elektrische  Energieversorgung  und  Hoch- 
spannungstechnik  ist  nur  fiir  wenige  kleinere  Berechnungen  eingesetzt  worden,  um  den 
Benutzerbetrieb  nicht  zu  beeintrachtigen.  Er  ist  mit  4  PA-Risc  8 500- Prozessoren  mit 
einer  Taktfrequenz  von  440  MHz  ausgeriistet.  Die  4  Gigabyte  Hauptspeicher  sind  nicht 
ausgenutzt  worden. 
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7<2k> i  spezielles  Randintegral  Gl.  (2.74) 

JGk>1  spezielles  Randintegral  GL  (2.75) 

IdG^.  i  spezielles  Randintegral  Gl.  (2.76) 

IdGk  X  spezielles  Randintegral  Gl.  (2.77) 

Jq  Besselsche  Funktion 

j 

K  Rogowski-Faktor 

K_  Leiterkonstante 

ker,  kei  Real-  und  Imaginarteil  der 

Kelvinfunktion 

L  (Selbst-)  Induktivitat 

La  Streuinduktivitat 

le g  energiegewichtete  Windungslange 

M  Gegeninduktivitat 

Njq  Neumannsche  Funktion 

n  Normalenvektor 

Pq  Gleichstromverluste 

Pk  Kurzschlussverluste 

Pz  Zusatzverluste 

R  Ohmscher  Widerstand 

R  Rand  (-element) 

5  elektrische  Stromdichte 

S{  Hilfsgrofie  Gl.  (2.78) 

SrT  Transformatorbemessungsleistung 


u 

Spannung 

Ur? 

Transformatorbemessungsspannung 

Uk 

relative  Kurzschluss-Spannung 

u 

Ubersetzungsverhaltnis 

V 

Leiterquerschnittsflache 

W 

magnetische  Energie 

w 

Windungszahl 

xh 

Haup  t  indukt  i  vit  at 

Xk 

Kurzschlussreaktanz 

XQ 

Nullreaktanz 

Y 

Admittanz 

Z 

Impedanz 

Zo 

Nullimpedanz 

a 

ejl20° 

0 

y/dJajl 

6 

Diracsche  Deltafunktion 

4,i 

Kroneckersymbol 

eo 

elektrische  Feldkonstante 

8, 854  *  1CT12  AsV^nT1 

K 

Stoftfaktor 

A 

Leitwert 

A 

Randelementlange 

HO 

magnetische  Feldkonstante 

1,257- 10-6  VsA^nr1 

Hr 

relative  magnetische  Permeabilitat 

a 

elektrische  Leitfahigkeit 

skalares  Potential 

UJ 

Kreisfrequenz 

Besondere  Symbolik 

A 

Vektor 

A-x>  Ay ) 

Az  Vektorkomponenten 

A 

komplexe  Grofie 

A' 

auf  die  Lange  bezogene  GroBe 

AA 

A\  —  A.2 

[A] 

Blockmatrix 

[A]k,i 

Matrixelement 

w 

von  Null  verschiedene  Matrix 

[0] 

Nullmatrix 

V 

Nabla- Operator 

A 

Laplace-Operator 

A 

dn 

Ableitung  in  Normalenrichtung 

d 

Rand  einer  Flache 

Re,  Im 

Real-  und  Imaginarteil 
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